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Fonctions de classe ¢’

Soit U un ouvert de R” et f : U — R™. On dit que f est de classe C' sur U si f est
différentiable et si df est continue, c-a-d si les dérivées partielles de f sont continues.

Propriété

Sif:UcCR" — R™admet des dérivées partielles en tout point et les dérivées partielles
sont continues, alors f est de classe C'.

v

Remarque : Pour montrer qu'une fonction n'est pas de classe C', il suffit que I'une de
ses dérivées partielles ne soit pas continue ou que la fonction ne soit pas continue.
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Fonctions de classe C'

22
fon =14 x+y2 (x.y) #(0,0) et elle de classe C' sur R??
0 sinon.

Correction :
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Fonctions de classe C'

22
fx.y) = { 2y > (x.y) #(0,0) et elle de classe C' sur R??

0 sinon.

Correction :
e Etude sur R?\ {0,0} : la fonction f est une fraction rationnelle donc elle est C'.

4 4
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Fonctions de classe C'

0 sinon.

22
fx.y) = { 2y > (x.y) #(0,0) et elle de classe C' sur R??

Correction :
e Etude sur R?\ {0,0} : la fonction f est une fraction rationnelle donc elle est C'.

B of 2y ‘Zf 2yx*
V(X’y) eR \{(an)} ) ax(xvy) - (X2 +y2)2 et y( ’y) (XZ _|_y2)
e Etude de la continuité en (0,0) :
%
_ 2 i
0 < [f(x,y) —f(0,0)] = |x2 +y2| <y ij 0. = f continue en (0,0)
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Fonctions de classe C'
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Fonctions de classe C

e Existence des dérivées partielles en (0,0) :

o F(0.0)+£(1,0) ~f(0,0) _ . f(t.0)~f(0.0) _

t—0 t t—0 t
o f((0,0)+1(0.1) =f(0.0) _ . f(0,)=f(0,0) _
t—0 t t—0 t
. . . of of
Ainsi, f admet des dérivées partielles en (0,0) et a(0, 0)=0et a—y(o, 0)=0.
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Fonctions de classe C

e Existence des dérivées partielles en (0,0) :

t—0 t t—0 t
o f((0,0)+1(0.1) =f(0.0) _ . f(0,)=f(0,0) _
t—0 t t—0 t
Ainsi, f admet des dérivées partielles en (0,0) et — i (0,0) =0et g{/(O, 0) =
e Continuité des dérivées partielles en (0,0) :
of 8f Z\XIy
a0 = 500 = (5 Ly <2l = 0
of 8f 2|yx*
<2 0.
5y V) — 5, (0.0 < o5 s <2 =
. of _oOf .
Ainsi, I et oy sont continues en (0, 0).
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Fonctions de classe ¢’

Opérations sur les fonctions C' a valeurs réelles
Propriété (Somme, produit, quotient)

Soientf,g: U CR" — R. Soita € U etsoit A € R.

« Sif et g sont de classe C', alors \f + g est de classe C.

« Sif et g sont de classe C', alors fg est de classe C.

f

« Side plus, g ne sannule pas sur U, alors ~ est de classe C".

|

Propriété (Composition)
Soient U un ouvert de R" et V un ouvert de R. Soientf : U - R, g: V — R, avec f(U) C V.
Si f et g sont de classe C', alors g o f sont de classe C'.
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Fonctions de classe ¢’

Opération sur les fonctions vectorielles C'

Soit U une partie de R" et f € F(U,RP) une application définie par

f:(X'Iv"' 7)(n),_>(f1()(1,... 7Xn),"' ;fp(X'Ia"' 7Xn))

Alors, f est de classe C' si et seulement si, les composantes f,, i € {1,...,p} sontC'.

Definition
On appelle matrice jacobienne de f en a € U, la matrice de l'application linéaire df,

dans les bases canoniques de R" et RP notée Js(a). Plus précisément, [/f(a)}ij = g—Z(a).

vy
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Fonctions de classe C'

Pour (r,0) €]0, +o00[x]0, 27|, soit f la fonction définie par f(r,0) = (rcosé,rsin ). Alors,
_ (cos(8) —rsin(6)
Jy(r,6) = (sin(G) rcos(6)

[L&:UCR" R aeU \eR, ie[1,n]. Supposons l'existence de af () et (a)

(N +8) (N +8) of
o 8—)(j(a) = Aa—xi(a) + _x,-(a)'

. %j)(a) est définie et %j)(a) = g—)];(a)g(a) +f (")a_i(a)'

(a) est définie et

e Sig(a) #0, alors o/ g)(a) est définie et on a of/8) (a) =
OX; OXj
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Fonctions de classe '

Composition d'applications C'

Propriete

Soit U un ouvert de R" et V un ouvert de R™. Soientf : UCR" - R", g:V C R" — RP,
On suppose f(U) Cc V. Onposeh =gof : R™ — RP ot h = (hy,...,hp). Soita € U. Si f
admet des dérivées partielles en a et g admet des dérivées partielles en f(a) alors h admet
des dérivées partiel/es enaet

N
|

3hk 8gk J?
o Z 3)/,

. Jgof(a) —Jg(f(a)) xJp(a) € Mp,n(R)

a) Vk € {1,...,p} Dérivation en chaine

Attention : La notation a‘f/k (f(a)) correspond a la dérivée partielle de g, par rapport

a j-eme variable évaluée en f(a).
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Fonctions de classe C'

Application concréte : Soient des fonctions différentiables f : R> — R, et ¢ : R — R?
eth = fop. Alors,

(E) = (6 n () 22(6) + 93(0) g (1(0): 2(0)
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Fonctions de classe C'

Application concréte : Soient des fonctions différentiables f : R> — R, et ¢ : R — R?
eth = fop. Alors,

(E) = (6 n () 22(6) + 93(0) g (1(0): 2(0)

Soit h : R — R définie par h(t) = sin?(t) + 3 cos(t) sin(t) + 5 cos?(t). Calculer h'(t).
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Fonctions de classe C'

Application concréte : Soient des fonctions différentiables f : R> — R, et ¢ : R — R?
eth = fop. Alors,

(E) = (6 n () 22(6) + 93(0) g (1(0): 2(0)

Soit h : R — R définie par h(t) = sin?(t) + 3 cos(t) sin(t) + 5 cos?(t). Calculer h'(t).

Corrigé :
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Fonctions de classe C

Application concréte : Soient des fonctions différentiables f : R> — R, et ¢ : R — R?
eth = fop. Alors,

(E) = (6 n () 22(6) + 93(0) g (1(0): 2(0)

Soit h : R — R définie par h(t) = sin?(t) + 3 cos(t) sin(t) + 5 cos?(t). Calculer h'(t).

Corrigé : Soit f : R? — R définie par f(x,y) = x? + 3xy + 5y et soit ¢ : R — R? définie
par ¢(t) = (sin(t), cos(t)). Alors, h = f o ¢ Vérifie

h'(t) = cos(t)g{((

= cos(t)(2sin(t) + 3 cos(t)) — sin(t)(3sin(t) + 10 cos(t))
= 3cos?(t) — 3sin?(t) — 8 cos(t) sin(t)
JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Différentiabilité d'ordre 2

Quelques notations : Pour E et F deux espaces vectoriels, on note L(E, F) l'espace
des applications linéaires de E dans F.

Definition

Soitf : U c R" — R™ une fonction différentiable, et soita € U.

@ On dit que f est deux fois différentiable en a € U si df est différentiable en a et on
note (d?f), = d(df)q et on l'appelle la différentielle seconde de f en a.

@ On dit que f est deux fois différentiable sur U, si elle est deux fois différentiable en
tout point a € U et note d?f la différentielle seconde de f.

Remarque:Sif: U C R" — R"” est différentiable, df : U — L(R",R™). De méme,
d?f U — L(R", L(R",R™))
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Fonctions de classe (2

Definition

On dit que f est de classe C? si f est deux fois différentiable et d?f est continue.
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Fonctions de classe (2

Definition

On dit que f est de classe C? si f est deux fois différentiable et d?f est continue.

Attention : Si f est C?, alors f est deux fois différentiable. La réciproque est fausse.
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Fonctions de classe (2

Definition
On dit que f est de classe C? si f est deux fois différentiable et d?f est continue.

Attention : Si f est C?, alors f est deux fois différentiable. La réciproque est fausse.

Propriété (Formule de Taylor-Young)

Si f est deux fois différentiable en a, on a un DL a l'ordre 2 :

fla+h) = (@) + dfalh) + 50falh, ) + o(I])
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Fonctions de classe (2

Definition

On dit que f est de classe C? si f est deux fois différentiable et d?f est continue.

Attention : Si f est C?, alors f est deux fois différentiable. La réciproque est fausse.
Propriété (Formule de Taylor-Young)

Si f est deux fois différentiable en a, on a un DL a l'ordre 2 :

fla+h) = (@) + dfalh) + 50falh, ) + o(I])

vy

Theorem (Schwartz)

Soit U un ouvert de R" et a € U. Si f est deux fois différentiable en a, alors I'application
d?f, - R" x R" — R™ est symétrique i.e. d*f(h, h’) = d*f(h’, h)
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Dérivées partielles dordre 2
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Dérivées partielles d'ordre 2

Definition

Soit Uun ouvertde R" eta € U. Soitf : U — R™. Si les dérivées partielles de f sont
définies au voisinage de a et si elles admettent elles-mémes des dérivées partielles
en g, ces dérivées sont appelées dérivées partielles secondes de f en a. On les note

= — [ < <
3XI_2 OX (axi) pour i€ [1,n] et (‘)xiaxj OX; (8)(]) pour 1<i#j<n

o
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Dérivées partielles dordre 2

Definition

Soit Uun ouvertde R" eta € U. Soitf : U — R™. Si les dérivées partielles de f sont
définies au voisinage de a et si elles admettent elles-mémes des dérivées partielles
en g, ces dérivées sont appelées dérivées partielles secondes de f en a. On les note

= — [ < <
BXI-Z OX <8X,') pour i€ [1,n] et (‘)xiaxj OX; (8)(/') pour 1<i#j<n

X o . .
f:(xy)—In ()7) Calculez les dérivées partielles premieres et secondes de f.
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Dérivées partielles dordre 2

Definition

Soit Uun ouvertde R" eta € U. Soitf : U — R™. Si les dérivées partielles de f sont
définies au voisinage de a et si elles admettent elles-mémes des dérivées partielles
en g, ces dérivées sont appelées dérivées partielles secondes de f en a. On les note

= — [ < <
BXI-Z OX (axi) pour i€ [1,n] et (‘)xiaxj OX; (8)(/') pour 1<i#j<n

X o . .
f:(xy)—In ()7) Calculez les dérivées partielles premieres et secondes de f.

of 1 B 82f B 82f B 82f -
a()“y) - ;7 @(XJ/) - _y' W(X?y) - )ﬁ' axay(xvy) - 0' ayax(xvy) =0.
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Definition

Soit f € F(U,R), avec U un ouvert de R". On appelle matrice hessienne de f la matrice
des dérivées partielles secondes (lorsqu'elles existent). On la note H; et on pour
aeU:
0? 0? 0?
a_x];(a) ox gx (@ ... 0 g (a)
o°f of of
a —=(a ——(a
Hf(a) = OX20X1 (a) 3X§( ) 8X28Xn( )
d? : d? : d? :
@ @ ... Za
OXnOX1 OXnOXo ox3

Remarque : La matrice hessienne Hg(a) est symétrique.
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Lien entre dérivées partielles secondes et différentielle seconde

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 15/127



Fonctions plusieurs fois différentiables

Lien entre dérivées partielles secondes et différentielle seconde

Propriété

Soitf : U C R" — R deux fois différentiable en a < U. Alors la Hessienne Hg(a) est la
matrice de (d?f), : R" x R" — R dans la base canonique de R". Autrement dit

(0Pf)a(h,h') = thHe(a)h' YheR" VhH € R"

JAD DABAGHI
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Lien entre dérivées partielles secondes et différentielle seconde

Propriété

Soitf : U C R" — R deux fois différentiable en a < U. Alors la Hessienne Hg(a) est la

matrice de (d?f), : R" x R" — R dans la base canonique de R". Autrement dit
(0Pf)a(h,h') = thHe(a)h' YheR" VhH € R"

Démonstration : Soit (eq,...,e,) une base de R".

(d*f)a(h, B = (d*f)a(d>_hier, Y hie) = hihi(d*f)ales, ) = *hHp(a)’
i=1 j=1

i=1 j=1

JAD DABAGHI
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Fonctions plusieurs fois différentiables

Lien entre dérivées partielles secondes et différentielle seconde

Propriété

Soitf : U C R" — R deux fois différentiable en a < U. Alors la Hessienne Hg(a) est la

matrice de (d?f), : R" x R" — R dans la base canonique de R". Autrement dit
(0Pf)a(h,h') = thHe(a)h' YheR" VhH € R"

Démonstration : Soit (eq,...,e,) une base de R".

(d*f)a(h, B = (d*f)a(d>_hier, Y hie) = hihi(d*f)ales, ) = *hHp(a)’
i=1 j=1

i=1 j=1

Corollaire (Schwartz)

Soitf : U C R" — R, deux fois différentiable en a € U. Alors,
o°f (a) = o°f (a) Vije {1 n}
ox;iox; " OX;0x; ] Ty

I

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables

Octobre 2023 157127



Extrema locaux

Extremas locaux
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Extrema locaux

Extremas locaux

En dimension 1, si f est deux fois dérivable en un point xg, alors f a un DL a l'ordre 2
en Xo. Si, de plus, f'(xo) = 0O, le DL s'écrit

F0) = £x0) + 3" () — o) + 0((x — x0)?)
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Extrema locaux

Extremas locaux

En dimension 1, si f est deux fois dérivable en un point xg, alors f a un DL a l'ordre 2
en Xo. Si, de plus, f'(xo) = 0O, le DL s'écrit

F0) = £x0) + 3" () — o) + 0((x — x0)?)

Conclusion:

@ Condition nécessaire d'extremum local : Si f admet un minimum local resp.
maximum local en xo, alors f”(xp) > 0, resp. f”(xp) < 0.

@ Condition suffisante d'extremum local strict : Si f”(xg) > 0, resp. f”(xo) < 0, alors f
admet un minimum local strict, resp. un maximum local strict en x.
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Extrema locaux

Extremas locaux

En dimension 1, si f est deux fois dérivable en un point xg, alors f a un DL a l'ordre 2
en Xo. Si, de plus, f'(xo) = 0O, le DL s'écrit

F0) = £x0) + 3" () — o) + 0((x — x0)?)

Conclusion:

@ Condition nécessaire d'extremum local : Si f admet un minimum local resp.
maximum local en xo, alors f”(xp) > 0, resp. f”(xp) < 0.

@ Condition suffisante d'extremum local strict : Si f”(xg) > 0, resp. f”(xo) < 0, alors f
admet un minimum local strict, resp. un maximum local strict en x.

Comment généraliser ce résultat a plusieurs variables?
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Extrema locaux

Extremas locaux pour une fonction de plusieurs variables

@ f admet un minimum local, resp. maximum local en a si Vx € Vg, f(a) < f(x), resp.
f(a) = f(x).

@ f admet un extremum local en a si f admet un minimum local ou un maximum
local en a.

© f admet un minimum local strict, resp. maximum local strict en a si Vx € V, privé

de a, f(a) < f(x), resp. f(a) > f(x).

¢ (a,b)
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Definition

Extrema locaux

oX i

Soitf : U C R" — R. On dit que a est un point critique de f si : dfy = 0, c'est-a-dire
of

(a)=0 Vie{l,....,n} ou Vf=0.

JAD DABAGHI
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Extrema locaux

Definition
Soitf : U C R" — R. On dit que a est un point critique de f si : dfy = 0, c'est-a-dire

f N_o0 wvi _
a—xi(a)_o vie{l,...,n} ou Vf=0.

Soit f : R? — R définie par f(x,y) = x> — 2x + y? — 2y. Déterminez les points critiques
def.
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Extrema locaux

Definition
Soitf : U C R" — R. On dit que a est un point critique de f si : dfy = 0, c'est-a-dire

f N_o0 wvi _
a—xi(a)_o vie{l,...,n} ou Vf=0.

Soit f : R? — R définie par f(x,y) = x> — 2x + y? — 2y. Déterminez les points critiques
def.

Corrigé :
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Extrema locaux

Definition
Soitf : U C R" — R. On dit que a est un point critique de f si : dfy = 0, c'est-a-dire

a—f(a):o vie{l,...,n} ou Vf=0.

Soit f : R? — R définie par f(x,y) = x> — 2x + y? — 2y. Déterminez les points critiques
def.

Corrigé: Ona

Vix,y) =0 < (2x-2,2y —2) =(0,0) <= (x,y) = (1,1)
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Propriété

manieére équivalente Vf(a) = 0.

Extrema locaux

On suppose que f est de classe C" et admet un extremum local en a. Alors duf = 0, ou de

JAD DABAGHI
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Extrema locaux

Propriété

On suppose que f est de classe C' et admet un extremum local en a. Alors dqf = 0, ou de
manieére équivalente Vf(a) = 0.

Démonstration : On suppose que f admet un maximum local en a. Soitj € [1,n].

Lapplication g : t — f(a + te;) est définie et dérivable au voisinage de 0 et admet un
extremum en 0.

=] = = =
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Extrema locaux

Propriété

On suppose que f est de classe C' et admet un extremum local en a. Alors dqf = 0, ou de
manieére équivalente Vf(a) = 0.

Démonstration : On suppose que f admet un maximum local en a. Soitj € [1,n].

Lapplication g : t — f(a + te;) est définie et dérivable au voisinage de 0 et admet un
extremum en 0. Alors,

: . g(t)—g(0) _ . fla+te)—f(a) of
EO == i g

=] = =
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Extrema locaux

Propriété

On suppose que f est de classe C' et admet un extremum local en a. Alors dqf = 0, ou de
maniére équivalente Vf(a) = 0.

Démonstration : On suppose que f admet un maximum local en a. Soitj € [1,n].
Lapplication g : t — f(a + te;) est définie et dérivable au voisinage de 0 et admet un
extremum en 0. Alors,

g'(0) = th_%g(t) _tg(O) :t“_%f(a—i-tejt') —f(a) _ g_)];(a)

Or f(x) < f(a) ¥x € Va. Pour x = a +te;avect — 0" onaf(a +te) — f(a) <O et
_ f(a+te) - f(a)

t—0+ t
Pour x = a 4 te;avect — 0~ on af(a +te;) — f(a) < O et

i f@18) —f(@)

=0 Conclusion: Vf =0
Jim ¢ clusion : Vf

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 19/127
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Definition

Extrema locaux

Soit a un point critique de f. On dit que f admet un point col ou un point selle en a si
e dv; € R"\ {0} tels que t — f(a + tv1) admet un minimum local strictent =0

e dv; € R"\ {0} tels que t — f(a + tvy) admet un maximum local stricten t = 0.

JAD DABAGHI
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Extrema locaux

Condition d'obtention d'un extremum

Propriété
Soitf : U C R" — R™, deux fois différentiable en a € U.
e Sif admet un minimum local en a alors a est un point critique de f et Hg(a) est
positive c-a-d : h"Hg(a)h > 0.
e Sif admet un maximum local en a alors a est un point critique de f et He(a) est
négative c-a-d : h"Hg(a)h < 0
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Extrema locaux

Condition d'obtention d'un extremum

Soitf : U C R" — R™, deux fois différentiable en a € U.
e Sif admet un minimum local en a alors a est un point critique de f et Hg(a) est
positive c-a-d : h"Hg(a)h > 0.
e Sif admet un maximum local en a alors a est un point critique de f et He(a) est
négative c-a-d : h"Hg(a)h < 0

Démonstration :
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Extrema locaux

Condition d'obtention d'un extremum

Propriété
Soitf : U C R" — R™, deux fois différentiable en a € U.
e Sif admet un minimum local en a alors a est un point critique de f et Hg(a) est
positive c-a-d : h"Hg(a)h > 0.
e Sif admet un maximum local en a alors a est un point critique de f et He(a) est
négative c-a-d : h"Hg(a)h < 0

Démonstration : Formule de Taylor-Young :

0 <fla+h)-fla) = dfathy+ ThTHe(a)h + o(||h||?). Pour h = tv oliv € R™\ {0} et
_)

t > 0 petit on trouve

HEEB) =IO Svrdftvw +o(1),
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Extrema locaux

Propriété
Soitf : U C R" — R"™, deux fois différentiable en a € U.

e Siaest un point critique de f et si Hg(a) est définie positive (h" He(a)h > 0), alors f
admet un minimum local strict en a.

e Siaestun point critique de f et si Hy(a) est définie négative (hTHf(a)h < 0), alors f
admet un maximum local strict en a.

Démonstration : Puisque a est un point critique, la formule de Taylor-Young donne
f(a+h)—f(a) ~ h"Hg(a)h > 0.
h—0

Donc f admet un minimum local strict en a.
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Extrema locaux

Cas pratiquen =2

Corollaire

Soitf : U c R? — R deux fois différentiable en a € U. On suppose que a est un point
critique de f. On note :

82f o*f o%f rs

52 (@) 5= 8x8y(a)’ t= W(a) et He(a) = (s t) § = det(Hs(a)) = rt—s*.
e Sié > 0etr> 0alors Hy(a) est définie positive et f a un minimum local strict en a.

e Sid > 0etr<0alors Hy(a) est définie négative et f a un maximum local strict en a.

e Sid < 0alors f présente un point selle en a, et donc n‘a pas dextremum en a.

Remarque : Si 6 = 0 alors on ne peut pas conclure sur la présence ou non d'un
extremum de f en a par cette méthode.
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Extrema locaux

Etudier les extremas de la fonction f € F(R?,R) définie par f(x,y) = x* 4+ y* — 4xy.
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Extrema locaux

Etudier les extremas de la fonction f € F(R?,R) définie par f(x,y) = x* 4+ y* — 4xy.

» Détermination des points critiques :

g{((aa b) == 0 3 ,

40° —4b =0 b=a
0 {4b3—4a:o {0(08—1):() (0,0),(1,1),(=1,-1).
a-)f/(a’b) =0 pOintSE?itiques
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Extrema locaux

Etudier les extremas de la fonction f € F(R?,R) définie par f(x,y) = x* 4+ y* — 4xy.

» Détermination des points critiques :

g{((a, b) =0 3 3
4a° —4b =0 b=a
of {4b3—4a:0 ®{0(08—1):0 (O’O)’(1’D’(_1’_Q'
—(a,b)=0 points critiques
y
o Etude de la hessienne en les points critiques

(122 4 B 2.2
Hf(x,y) = < 4 122 > det(Hf)(x,y) = 144x°y- — 16
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Extrema locaux

Etudier les extremas de la fonction f € F(R?,R) définie par f(x,y) = x* 4+ y* — 4xy.

» Détermination des points critiques :

Ton-o . |
40> —4b =0 b=a

0 {4b3—4a:o {0(08—1):() (0,0),(1,1),(=1,-1).

a-)f/(a’ b) =0 pOintSE?itiques

o Etude de la hessienne en les points critiques

12x? -4 _ 2,2
< 12y2 > det(Hf)(x,y) = 144x“y~ — 16
1)
0
-1

—16 < 0donc (0,0) est un point selle.
e Pour (x,y) = (1, ), 128 > 0etr=12 > 0donc(1,1) est un minimum local.
e Pour (x,y) = (-1 ,0=128etr=12donc(—1,—1) est un minimum local.
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Formes différentielles de degré un et che

Formes différentielles de degré 1
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Formes différentielles de degré un et che

Formes différentielles de degré 1

Motivation : Trouver les primitives de fonctions a plusieurs variables
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Formes différentielles de degré un et che

Formes différentielles de degré 1

Motivation : Trouver les primitives de fonctions a plusieurs variables

Rappel :
o L(R" R) est le R-espace vectoriel des applications linéaires de R” dans R.

e Pourie[1,n],dx;: U— L(R",R), quiaa e U associe la fonction (dx;)q, elle-méme
définie par (dx;)a(h1,...,hn) = h;.
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Formes différentielles de degré un et che

Formes différentielles de degré 1

Motivation : Trouver les primitives de fonctions a plusieurs variables

Rappel :
o L(R" R) est le R-espace vectoriel des applications linéaires de R” dans R.

e Pourie [1,n],dx;: U— L(R",R), quia a € U associe la fonction (dx;)q, elle-méme
définie par (dx;)a(h1,...,hn) = h;.

Definition

On appelle 7-forme différentielle sur U ¢ R" une application C¥: w : U — L(R",R)

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 25/127



Formes différentielles de degré un et che

Formes différentielles de degré 1

Motivation : Trouver les primitives de fonctions a plusieurs variables

Rappel :
o L(R" R) est le R-espace vectoriel des applications linéaires de R” dans R.

e Pourie [1,n],dx;: U— L(R",R), quia a € U associe la fonction (dx;)q, elle-méme
définie par (dx;)a(h1,...,hn) = h;.

Definition
On appelle 7-forme différentielle sur U ¢ R" une application C¥: w : U — L(R",R)

Ainsi, toute application w : R” — £(R",R) s'écrit de maniére unique
n n
w(M) =" Pi(M)er = P(M)dx;
j=1 j=1
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n

dy =3

Formes différentielles de degré un et che
Soitf : U C R" — R de classe CX. Alors df : U — L(R",R) est une forme différentielle de
degré 1 et de classe C*=". De plus, pour tout M € U

——(M)dx;
oo
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n

dy =3

&(M)dxj
=1
On dit qu'une 1-forme différentielle est exacte s'il existe une fonctionf : U — R de
classe Ck+1 telle que w = df.
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Soitf : U C R" — R de classe CX. Alors df : U — L(R",R) est une forme différentielle de
degré 1 et de classe C*=". De plus, pour tout M € U
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Formes différentielles de degré un et che

Soitf : U C R" — R de classe CX. Alors df : U — L(R",R) est une forme différentielle de
degré 1 et de classe C*=". De plus, pour tout M € U

n

dfu =" L (mya

ax;
=1

Definition

On dit qu'une 1-forme différentielle est exacte s'il existe une fonctionf : U — R de
classe Ck+1 telle que w = df.

n

Conséquence : Ainsi, siw: M € U — Y P(M)dx; alors w est exacte ssi il existe f de
j=1
K1 , of } N
classeC*' tqVvj € [1,n], P; = R Dans ce cas, f est appelée une primitive de w.
j o« = = DA
JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables



Formes différentielles de degré un et che

Remarque : En dimension 1, les primitives d'une fonction sont définies a une
constante prés. Comment généraliser ce résultat pour les fonctions a plusieurs
variables?

Soit U un ouvert. On suppose que Y(x,y) € U, il existe un chemin de classe C' dans U
reliant x et y, c'est-0-dire une fonction  : [0,1] — U de classe C" telle que v(0) = x et
(1) =y. Soitf : U Cc R" — R™ de classe C'. Si df = 0 alors f est constante.

Preuve :

@ Soit o : t €[0,1] — f(y(t)) € R™. Cette fonction est de classe ' comme composée
de fonctions de classe C'. On a ¢(0) = f(v(0)) = f(x) et (1) = f(v(1)) = f(y).

@ ona ¢'(t) = df,)(+/'(t)) = 0. Donc ¢ est constante, donc ¢(0) = (1), donc
fO) =f).

© Comme ceci est vrai pour tous x et y dans U, f est constante.
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Formes différentielles de degré un et che

Propriété

On suppose que pour tous (x,y) € U, il existe un chemin de classe C' dans U reliant x et y,
cest-a-dire une fonction ~ : [0,1] — U de classe C" telle que (0) = x et v(1) = y.

Soit w une 1-forme différentielle sur U. S'il existe f une primitive de w sur U, alors les autres
primitives de w sont les fonctions de la forme f + ¢ ou c est une constante.

Preuve:

@ Soit g une primitive de w. Alors w = dg.
@ Or f est une primitive de w doncdg = df. Puisd(g —f) =0

© D'apres le Théoreme précédent, g — f = c ou ¢ est une constante.
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Formes différentielles de degré un et che

Conditions d'existence de primitives

Théoreme de Schwarz : = condition nécessaire d'existence de primitives.

Soitw : U — L(R",R) une forme différentielle de classe C¥ avec w(M) = Zf:1 P;(M)dx;. Si
w est exacte, alors Vi,j € [1,n], VM € U,
% 1y = 2P

7 () = 5, (M)
Preuve:
O westexacte = w=df etf e Ckt1 et P; = g—){
i
. oP; o*f o°f OP;
@ Théoreme de Schwarz = VM € U, 6_)(,-(M) = oxox (M) = ax,-ax,-(M) = 8_)(,-(M)'
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Formes différentielles de degré un et che
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Definition

oF _ ok
8X,'_8Xj

Formes différentielles de degré un et che

Une 1-forme différentielle w = Zj'.’:1 P;dx; de classe ck (k > 1) telle que
oP;

Vi,j € [1,n] estdite fermée.
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Formes différentielles de degré un et che

Une 1-forme différentielle w = 2}721 P;dx; de classe ck (k > 1) telle que

P oP .. . .
o % Vi,j € [1,n] estdite fermée.

| \

Example

Montrer que la forme différentielle df définie sur R? \ (0, 0) par

90— xdy — ydx

R est fermée.

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 30/127



Formes différentielles de degré un et che

Une 1-forme différentielle w = 2}721 P;dx; de classe ck (k > 1) telle que
oP; 0P

o % Vi,j € [1,n] estdite fermée.

| \

Example
Montrer que la forme différentielle df définie sur R? \ (0, 0) par

90— xdy — ydx

R est fermée.

Corrigé:On a

__ X _ opP _ yA-x0Q
do = Y dx+x2 )2 dy = P(x,y)dx+Q(x,y)dy et oy (x.y)= 02Ty = ox (x,y)
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Formes différentielles de degré un et che
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Corollaire

Toute forme différentielle exacte est fermée.

Formes différentielles de degré un et che
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Corollaire

Toute forme différentielle exacte est fermée.

Formes différentielles de degré un et che

Attention : Il existe des fonctions fermées non exactes.
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Formes différentielles de degré un et chz

Corollaire

Toute forme différentielle exacte est fermée.

Attention : Il existe des fonctions fermées non exactes.

Sur quels types d'ouverts, a t-on l'équivalence forme différentielle exacte < forme
différentielle fermée?

o P D¢

Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 31/127
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Formes différentielles de degré un et che

Corollaire
Toute forme différentielle exacte est fermée.

Attention : Il existe des fonctions fermées non exactes.

Sur quels types d'ouverts, a t-on l'équivalence forme différentielle exacte < forme
différentielle fermée?

Definition

Une partie A de R” est dite étoilée par rapport a un
point ag € A, alors appelé centre de A, si Va € A, le
segment

[a0,a] = {tag + (1 —t)a |t € [0,1]}
est inclus dans A.
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Formes différentielles de degré un et che

» R? est un ouvert étoilé de R2.

» R?\ {(0,0)} n'est pas un ouvert étoilé de R?.
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Formes différentielles de degré un et che

» R? est un ouvert étoilé de R2.

» R?\ {(0,0)} n'est pas un ouvert étoilé de R?.

| A

Theorem (Poincaré)
Soit U un ouvert étoilé de R". Alors toute 1-forme différentielle fermée sur U est exacte.
De plus, si w est une 1-forme différentielle sur U et f est une primitive de w, alors les
primitives de w sont les fonctions de la forme f + constante.

4
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Formes différentielles de degré un et che

@ On considére sur R? la forme différentielle w = y dx — x dy. La forme différentielle
w est-elle exacte?

® Soitw = (x> +y) dx + (x + 2y) dy sur R?. La forme w est-elle exacte? Calculez une
primitive f de w.

Corrigé :
@ On aw = uxdx + uydy avec ux(x,y) =y et uy(x,y) = —x. De plus,

OUy ouy

a7
Ainsi, w n'est pas exacte.
@ On aw = uxdx + uydy avec ux(x,y) = x> +y et uy(x,y) =x+2y.0Ona

ou ou , 12
aT/X =1= a—;’ Donc w est fermée sur R2. Comme R? est étoilé, w est exacte.
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Formes différentielles de degré un et che

Cherchons une primitive f de w. On cherche donc f telle que

of

5 =x3+y I 4 of
of < fy) = Z A +al) < af(x,y) x+a(y) Dx+y
@:sz(z) y

Donc a(y) = y? + k.
Ainsi, les primitives de w sont de la forme

4
fx,y) = +Xy+y + k.
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Formes différentielles de degré un et che

Facteur intégrant
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Formes différentielles de degré un et che

Facteur intégrant

Definition

Si w est une 1-forme différentielle sur U et 1. : U — R une fonction de classe C' non
nulle, on dit que p est un facteur intégrant pour w si uw est exacte.
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Formes différentielles de degré un et che

Facteur intégrant

Definition

Si w est une 1-forme différentielle sur U et 1. : U — R une fonction de classe C' non
nulle, on dit que p est un facteur intégrant pour w si uw est exacte.

Remarque : Lorsqu'une forme n'est pas exacte, existe-il existe un facteur intégrant?
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Formes différentielles de degré un et che

Facteur intégrant

Definition

Si w est une 1-forme différentielle sur U et 1. : U — R une fonction de classe C' non
nulle, on dit que p est un facteur intégrant pour w si uw est exacte.

Remarque : Lorsqu'une forme n'est pas exacte, existe-il existe un facteur intégrant?

Considérons la forme différentielle w = yzdx + dy + dz sur R,

@ Est-elle exacte?

@ Existe-il un facteur intégrant?
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Formes différentielles de degré un et che

Corrigé :
6ux ou y
@ w=uxdx + u,dy +u,dz = — 7é . Donc w n'est pas fermée.
@ Supposons Ju un facteur mtegrant. AIors pw est exacte = 3C tq uw = dC.

oC aC oC
dC = pyzdx + pdy + pdz = a—dx + 8—ydy + 8—d
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Formes différentielles de degré un et che

Corrigé :

ou ou
@ w = uxdx + uydy + u,dz = —X 7é y . Donc w n'est pas fermée.

@ Supposons Ju un facteur mtegrant. AIors pw est exacte = 3C tq uw = dC.

oC aC oC
dC = pyzdx + pdy + pdz = a—dx + 8—ydy + 8—d

o ¢ @ oC @ oC
o uy 2z = uxy.2) S B nxy.2) = 5
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Formes différentielles de degré un et che
Corrigé :
ou ou

@ w = uxdx + uydy + u,dz = —X 7é y . Donc w n'est pas fermée.

@ Supposons 3 un facteur mtegrant. AIors pw est exacte = 3C tq pw = dC

dC = pyzdx + pdy + pdz = a—dx + %d + %d

x Ty YTz
m oC @ 9C @) 9C
o uxy,2)yz= o ulx.y,2) = ay wx.y,2) =
9*C (1) Op (schwarz) §2C (2) Oy 9?C (2) Op (3) O
© dyox 8—yyz+zu(x,y,z) T oxdy  ox et 0z0y — 9z oy
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Formes différentielles de degré un et che
Corrigé :

6ux

ou
@ w=uxdx + u,dy +u,dz = — 7é y . Donc w n'est pas fermée.

@ Supposons Ju un facteur mtegrant. AIors pw est exacte = 3C tq uw = dC.

oC oC oC
dC = pyzdx + pd dz = —dx+ —dy + —dz.
HyZax + pdy + p X + ay Yy + 07
) 9C @ oC ® 9C
s ey aye @ S ey 2 S uey.) 2 G
0°C (M) (9 (Schwarz) 0? C (2) 3u 0°C () 3 wo(3) 3u
© dyox 8yy +auxy.2) = oxdy ox © dzy oz dy
82(: (M) (Schwarz) 32C . 3u au
* zox §yz +yux,y,z) = Xz ax —yyz—kz#(x Y, 2)
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Formes différentielles de degré un et che
Corrigé :

6ux

ou
@ w=uxdx + u,dy +u,dz = — 7é y . Donc w n'est pas fermée.

@ Supposons Ju un facteur mtegrant. AIors pw est exacte = 3C tq uw = dC.

oC oC oC
dC = uyzdx + ud dz=—dx+ —dy + —dz.
HyZaxX + pdy + p X + ay y + 0z
() oC @ ocC @ oC
0°C (M) (9 (Schwarz) 0? C (2) 3u 0°C () 3 wo(3) 3u
© dyox 8yy +auxy.2) = oxdy — ox € 0z0y — 9z oy

(Schwarz) 32C . % @
- Ox0z  Ox yyz+zu(xy, 7)

o _on _
ayyZ+ZM(X7y7Z) - azyZ+YM(Xayvz) = M - O

.7—a—z+ (x,y,2)
azaxi azy y/'l‘ 7y,
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Formes différentielles de degré un et che
Corrigé :

6ux

ou
@ w=uxdx + u,dy +u,dz = — 7é y . Donc w n'est pas fermée.

@ Supposons Ju un facteur mtegrant. AIors pw est exacte = 3C tq uw = dC.

oC oC oC
dC = uyzdx + ud dz=—dx+ —dy + —dz.
HyZaxX + pdy + p X + ay y + 0z
) 9C @ oC ® 9C
0°C (M) (9 (Schwarz) 0? C (2) 3u 0°C () 3 wo(3) 3u
© dyox 8yy +auxy.2) = oxdy — ox € 0z0y — 9z oy

(Schwarz) 32C . % @
- Ox0z  Ox yyz+zu(xy, 7)

0 0
o GpYE Ty 2) = Gy Yy D) = =0
e Conclusion : Il n'existe donc pas de facteur intégrant.
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Champ de vecteurs

Definition

Un champ de vecteurs sur un ouvert U est une fonction de U dans R". En pratique on
considérera des champs de vecteurs de classe C'.
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Champ de vecteurs

Definition

Un champ de vecteurs sur un ouvert U est une fonction de U dans R". En pratique on
considérera des champs de vecteurs de classe C'.

Il'y a une équivalence entre les champs de vecteurs et les 1-formes différentielles,
définie comme suit : a une forme différentielle w = uydx;y + - - - + updx, correspond le
uq ui(Xq,...,Xn)
champ de vecteurs | : |, quia (Xq,...,Xn) € U associe :
Un Un(Xh---aXn)
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Champ de vecteurs

Definition

Un champ de vecteurs sur un ouvert U est une fonction de U dans R". En pratique on
considérera des champs de vecteurs de classe C'.

Il'y a une équivalence entre les champs de vecteurs et les 1-formes différentielles,
définie comme suit : a une forme différentielle w = uydx;y + - - - + updx, correspond le

uq ui(Xq,...,Xn)
champ de vecteurs | : |, quia (Xq,...,Xn) € U associe :
un Un(X1,...,Xn)
0 0
Notation : On appelle nabla, 'opérateur ? ==, = .
& p (3 o)

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 37/127



Gradient et potentiels scalaires

Definition
Soit f : U — R différentiable en a € U. On appelle gradient de f en a et on note
gradf(a), ou le vecteur de R" définit par :

Vf(a) = grad f(a) = (a—f a). X (a). a—f(a)) 3%

8X1 ’ 8X2 ’ OXn
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Gradient et potentiels scalaires

Definition
Soit f : U — R différentiable en a € U. On appelle gradient de f en a et on note
gradf(a), ou le vecteur de R" définit par :

Vf(a) = grad f(a) = (a—f a). X (a)... 8—f(a)) 3%

0Xq ’ 0X3 o 0Xn

Remarque : Le gradient d'une fonction caractérise la variabilité de la fonction au
voisinage d'un point. Dans un repére orthonormé, si le vecteur gradient n'est pas nul,
alors il pointe dans la direction ou la fonction croit le plus rapidement, et sa norme
est égale au taux de croissance dans cette direction.
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Soit f : R® — R définie par f(x,y,2) = xyz.
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Soit f : R® — R définie par f(x,y,2) = xyz.

Corrigé :
Alors ?f(x,y, z) = (yz,xz,xy)
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Soit f : R® — R définie par f(x,y,2) = xyz.

Corrigé :
Alors ?f(x,y, z) = (yz,xz,xy)

Comment relier la différentielle au gradient?
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Soit f : R® — R définie par f(x,y,2) = xyz.

Corrigé :
Alors ?f(x,y, z) = (yz,xz,xy)

Comment relier la différentielle au gradient?

Propriété

Soient f : U — R différentiable en a € U. Pour toutv = (vq,...,v,) € R", ona

dfa(v) = grad f(a) - V = Zvia—){,(a)
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Quelques propriétés

Propriété

Soient f et g deux fonctions différentiables sur U a valeurs dans R.
@ Soit \eR,ona graé()\f + &) = Agradf + graag
— —— p—
@ grad(fg) = f grad g + g grad f

Démonstration :
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Quelques propriétés

Propriété

Soient f et g deux fonctions différentiables sur U a valeurs dans R.
@ Soit \eR,ona graé()\f + &) = Agradf + graag
— —— p—
@ grad(fg) = f grad g + g grad f

Démonstration :
@ Par définition

YO+ g) = (a(AgXTg)’... ,a(Aé‘X:g)> _) (83_)1(‘1,,.. ’a%) N (g_)i,... ’%)
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Quelques propriétés

Propriété

Soient f et g deux fonctions différentiables sur U a valeurs dans R.
@ Soit \eR,ona graé()\f + &) = Agradf + graag
— s p—
@ grad(fg) = f grad g + g grad f

Démonstration :
@ Par définition

X1 OXn 8x1 8x,, 8x,,

" OXp
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Definition

Soit V un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert U. On dit que V est un champ
de gradients ou dérive d'un potentiel scalaire s'il existe f de classe C? sur U telle que
—
V= grad f.

f est alors appelée un potentiel scalaire de V.

JAD DABAGHI
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Soit V un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert U. On dit que V est un champ
de gradients ou dérive d'un potentiel scalaire s'il existe f de classe C? sur U telle que

= gradf.  f estalors appelée un potentiel scalaire de V.

Example

| A

Montrons que V(x,y,z) = 2xy& + (x* + 2)€, + y&, est un champ de gradients.
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Soit V un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert U. On dit que V est un champ
de gradients ou dérive d'un potentiel scalaire s'il existe f de classe C? sur U telle que

= gradf.  f estalors appelée un potentiel scalaire de V.

| A

Example

Montrons que V(x,y,z) = 2xy& + (x* + 2)€, + y&, est un champ de gradients.

Corrigé : On cherche f de classe C? tel que V = Vf.
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Soit V un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert U. On dit que V est un champ
de gradients ou dérive d'un potentiel scalaire s'il existe f de classe C? sur U telle que

= gradf.  f estalors appelée un potentiel scalaire de V.

| A

Example

Montrons que V(x,y,z) = 2xy& + (x* + 2)€, + y&, est un champ de gradients.

Corrigé : On cherche f de classe C? tel que V = Vf.

RN nf = 2xy
V=gradf & { 9f = x*+z — fx.y,2)=x’y+zy+c, ceR
Of =y
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Opérateur divergence

Definition

Soit V un champ de vecteurs différentiable en a € U. On appelle divergence de Vena
le nombre réel défini par :

divV(a) = v Z ax,
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Opérateur divergence

Definition

Soit V un champ de vecteurs différentiable en a € U. On appelle divergence de Vena
le nombre réel défini par :

divV(a) = v Z 8x,

Interprétation : L'opérateur divergence mesure si un champ vectoriel « rentre » ou «
sort » d'une zone de l'espace.
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Opérateur divergence

Definition

Soit V un champ de vecteurs différentiable en a € U. On appelle divergence de Vena
le nombre réel défini par :

divV(a) = v Z 8x,

Interprétation : L'opérateur divergence mesure si un champ vectoriel « rentre » ou «
sort » d'une zone de l'espace. lllustration en mécanique des fluides :

apa); ) +€ (p(x,1) 7) 0  p:masse volumique du fluide en (x,t) et V la vitesse d'un
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Opérateur divergence

Definition

Soit V un champ de vecteurs différentiable en a € U. On appelle divergence de Vena
le nombre réel défini par :

divV(a) = v Z ax,

Interprétation : L'opérateur divergence mesure si un champ vectoriel « rentre » ou «
sort » d'une zone de l'espace. lllustration en mécanique des fluides :

dp(x,t) : , .

pat +€ 7) =0 p : masse volumique du fluide en (x,t) et V la vitesse d'un
écoulement incompressible : p = cste = v V= 0. La divergence va mesurer
localement les variations de densité de flux.
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Pour V : R2 5 R?, (X,y) = (2xy +sin(x), x2y) = (V1 (x,y), Va(x,y)).On a::

0 V1 2

div V() = G () + GE0Y) = 2+ cos() +

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 43/127



Pour V : R2 5 R?, (X,y) = (2xy +sin(x), x2y) = (V1 (x,y), Va(x,y)).On a::

0 V1 2

div V() = G () + GE0Y) = 2+ cos() +

Propriété

Soient U un ouvert de R", 7 W des champs de vecteurs de classe C TsurU et \ e R.
© OnadiviAV + W) = AdivV + diviV.
@ Pourf: U — R de classe C' : div(fV) = (gradf) - V+f div V.
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Pour V : R2 5 R?, (X,y) = (2xy +sin(x), x2y) = (V1 (x,y), Va(x,y)).On a::

0 V1 2

div V() = G () + GE0Y) = 2+ cos() +

Propriété

Soient U un ouvert de R", 7 W des champs de vecteurs de classe C TsurU et \ e R.
© OnadiviAV + W) = AdivV + diviV.
@ Pourf: U — R de classe C' : div(fV) = (grad f) - V + f div V.

Démonstration : Utiliser la définition de l'opérateur divergence et sa linéarité.
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Rotationnel et potentiel vecteur

Soit V = (Vx, Vy, V;) un champ de vecteurs différentiable en a € U. On appelle
rotationnel de V en a, et on note rot V(a), le vecteur

v, v,
3y (a) - % (a)

wt V(o) = | 2%(a) - T2(a) | €2
v, OV
W(a) - 8_y(a)

Si V est di_f)fé entiable sur U, on appelle rotationnel de Ve champ de vecteurs qui a
a associe rotV (a).
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[llustration

o Le rotationnel d'un champ vectoriel exprime la

tendance quont les lignes de champ du A A A OOOR
champ vectoriel considéré a tourner autour JAAA A OO
, . /4/////)»‘\\\\\\
d’un point. AAA A e e LU
e Dans une tornade, le vent tourne autour de I ; ’; ; f f T \ \ : ;‘ : ]
l'oeil du cyclone et le champ vectoriel vitesse P4t v Yy
du vent a un rotationnel non nul autour de T t : : o o j j t ]
l'oeil. Q\\\M - ///;é
, , . RN NN ey
» Le rotationnel de ce champ de vitesse est lié LR N N N S
. . , , , \\‘\\\\‘;+k////'/'/
aussi au vecteur to.urblllon noté gen.eralement NN
Q2 du champs de vitesse par la relation LN N S RS

IS

-2 0 2

IS

o= %r_c)‘>c7 Le tourbillon est d'autant plus
intense que l'on est proche de l'oeil du cyclone.
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Pour V = (Vi, Vyy, V) : R3 — R3 défini par V(X,y,z) = (xyz,2x + 3yz,e¥?),on a:

rot V(x,y,2) = (x2&%% — 3y, xy — yze¥?, 2 — x2).
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Pour V = (Vi, Vyy, V) : R3 — R3 défini par V(X,y, 7) = (xyz,2x + 3yz,e¥?),on a:

rot V(x,y,2) = (x2&%% — 3y, xy — yze¥?, 2 — x2).

Propriete

N
N
| A

Soient U un ouvert de R3 et 7 W des champs de vecteurs de classe C TsurU, et \ e R.
O 1ot(\V + W = Aot V + rotW.
@ Pourf:U — RdeclasseC :
TOH(fV) = (grad f) A V + f ot V

© Side plus, f est de classe C? sur U

— —_— — . — -
rot (gradf) =0 et div (rotV)=0
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Definition

On dit que v € R3 dérive d'un potentiel vecteur ou est un champ de rotationnels s'il

. — , . -
existe un champ de vecteurs A appelé potentiel vecteur de V tel que = TotA.

JAD DABAGHI
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On dit que v € R3 dérive d'un gotentiel vecteur ou est un champ de rotationnels s'il
existe un champ de vecteurs A appelé potentiel vecteur de V tel que = rot A.

| A

Propriété

Soit U un ouvert étoilé de R3. Soit V un champ de vecteurs de classe C' sur R3. Alors
(1) 7 dérive d'un potentiel scalaire si et seulement si ot V = 0.
(2] 7 dérive d'un potentiel vecteur < divV> =0.

© Si f est un potentiel scalaire de 7 les potentiels scalaires de 7 sont les fonctions de
la forme f + constante.

e . . ,
@ Si A est Lﬂ potentiel vecteur de 7 les potentiels vecteurs de V sont les fonctions de
la forme A + gragf ol f est une fonction de classe C?.

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 47 /127




2yz
Soit le champ de vecteurs V. (X,y,2) — ( 2z(x + 3y) ) sur R3.

y(2x+3y) + 2z

On peut vérifier que otV = 0. Par conséquent, V dérive dun potentiel scalaire.
Calculons un potentiel scalaire f de V. On cherche f : R? — R de classe C? tel que

iy — 2
ﬁf:?@ gy(x,y,z) = 2xz+ 6byz

g]ZC(X,y,Z) = 2y +3y*+27
Donc les potentiels de V sont les fonctions de la forme f(x,y,z) = 2xyz + 3y’z +2° + ¢
ouceR.
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Expression des opérateurs dans les bases cylindriques et
sphériques

Propriété (Coordonnées cylindriques)

Si f est une fonction de (r,0,z) :

COf. 10f.  Of
Vf— Eerﬁ— F%eg + Eez

Pour V un champ de vecteurs

. 19 10, ovz
V-V:FE(I’VI’)-‘FF%VQ'FE
— 1 aVz 8\/@ = 8V,— 8Vz = 1 0 8Vr =
rotV = (r 26 az>er+(az - ar)e"+r (ar(rv")_ aa)ez

V.
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Propriété (Coordonnées sphériques)
Si f est une fonction de (r, 0, )
O 10 1 O
e a ot r 6%t ren0 9,
1
_ 2
vV= r2 8r( V) +
_>

1 0
psinf 06 g i 0Ve) + rsinf %V
- 1 oV
rotV = Dsind ( (sin 9V<p) 90> er
1T 90V, 10 S ovr\ =
L — (v, - V,

+<rsin6 dyp rar(r ‘”))ee+r ( (Vo) - ae)e
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Motivation

Dans cette section, on s'intéresse a définir et calculer des intégrales sur des certains
domaines bornés de R? et R3.

« Une intégrale double est une intégrale sur une partie D de R?, notée //f ou
D
[ socyaay.

« Une intégrale triple est une intégrale sur une partie D de R?, notée // fou
D

// g f(x,y,z)dxdydz.

Applications a des calculs daires, de volumes, ou encore de probabilités?
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Definition

On appelle rectangle ou pavé de R? un produit de segments [a, b] x [c,d] C R?, ou
a,b,c.,dsontdesréelseta < b, c<d.

Soit D = [a, b] x [c,d] un pavé de R2. Soit f : D — R continue. Alors les fonctions

d
X € [a,b] »—>/C fx,y)dy e R

b
yeled - / F(x.y)dx € R

sont continues.

=] = = =
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Definition

On appelle rectangle ou pavé de R? un produit de segments [a, b] x [c,d] C R?, ou
a,b,c.,dsontdesréelseta < b, c<d.

Soit D = [a, b] x [c,d] un pavé de R2. Soit f : D — R continue. Alors les fonctions

d
X € [a,b] »—>/C fx,y)dy e R

b
yeled - / F(x.y)dx € R
a
sont continues.

X
Rappel : en dimension 1, f continue = / f(t)dt continue
0

=] = = =
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Theorem (Fubini)

Soitf : D — R continue. On a

[ rexyasax= [ i (f df(x,y)dy) = [ ‘ (f bf(x,y)dx) dy
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Theorem (Fubini)

Soitf : D — R continue. On a

[ rocpraya = [ i ( / df(x,y)dy) a— | ‘ ( / bf(x,y)dx) dy

Example

Soit D =[0,1] x [0, 1] et f : R? — R définie par f(x,y) = x + y. Calculer //f(x,y)dxdy.
D
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Theorem (Fubini)

Soitf : D — R continue. On a

[ rocpraya = [ i ( / df(x,y)dy) a— | ‘ ( / bf(x,y)dx) dy

| A

Example

Soit D =[0,1] x [0, 1] et f : R? — R définie par f(x,y) = x + y. Calculer //f(x,y)dxdy.
D

Corrigé :
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Theorem (Fubini)

Soitf : D — R continue. On a

[ rocpraya = [ i ( / df(x,y)dy) a— | ‘ ( / bf(x,y)dx) dy

| \

Example

Soit D =[0,1] x [0, 1] et f : R? — R définie par f(x,y) = x + . Calculer/ f(x,y)dxdy.
D

Corrigé : Intégrons d'abord par rapport a y puis par rapporta x :
1 y2 y=1 1 1
//f(xydxdy / </ x+ydy>dx_/ [xy+] dx:/(x+)dx:1.
0 2], 0 2
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%KDzDJDﬂQﬂHﬂRlﬁRMﬂ&w:——i——CNMH/:ﬂ}Mﬁme

T+x+y’
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%KDzDJDﬂQﬂHﬂRlﬁRMﬂ&w:——i——CNMH/:ﬂ}Mﬁme

T+x+y’

1 1 1 ]
| = /0 (/0 ’|—|-;I(—‘rydy> dx :/0 [ln(1 +X+y)]8 ax :/0 (In(z +X) _ |n(1 —|—X)) dx
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Soit D =[0,1] x [0,1] etf : R? = R tq f(x,y) = v Calculer | = //f(x,y)dxdy.

T+x+y’

1 1 1 ]
| = /0 (/O ’|—|-;I(—‘rydy> dx :/0 [ln(1 +X+y)]8 ax :/0 (In(z +X) _ |n(1 —|—X)) dx

@ Changement de variables:z=2+x puisz=1+x

3 2
//f(x,y)dxdy = / In(z)dz — / In(z)dz = [zIn(2) — z]g —[zIn(2) — z]f
D 2 1
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Soit D =[0,1] x [0,1] etf : R? = R tq f(x,y) = v Calculer | = //f(x,y)dxdy.

T+x+y’

1 1 1 ]

@ Changement de variables:z=2+x puisz=1+x
3 2
//f(x,y)dxdy = / In(z)dz — / In(z)dz = [zIn(2) — z]g —[zIn(2) — z]%
D 2 1
© Conclusion:
//f(x,y)dxdy = [zIn(2) — 23 — [zIn(2) — 2]? = 3In(3) — 4In(2)
D
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Séparation des variables
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Séparation des variables

Soit D = [a, b] x [c,d] un pavé de R? et f une fonction C° sur D. On suppose que f vérifie
f(x,y) = g(x)h(y) ¥(x,y) € [a,b] x [c,d], ot g : [a,b] — Reth: [c,d] — R sont C°. Alors,

//[a,b]x[c,d] F(x,y)dxdy = ( /a ’ 20 dx> ( /C ") dy>
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Séparation des variables

Soit D = [a, b] x [c,d] un pavé de R? et f une fonction C° sur D. On suppose que f vérifie
f(x,y) = g(x)h(y) ¥(x,y) € [a,b] x [c,d], ot g : [a,b] — Reth: [c,d] — R sont C°. Alors,

//[a,b]x[c,d] F(x,y)dxdy = ( /a ’ 20 dx> ( /C ") dy>

Démonstration :
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Séparation des variables

Soit D = [a, b] x [c,d] un pavé de R? et f une fonction C° sur D. On suppose que f vérifie
f(x,y) = g(x)h(y) ¥(x,y) € [a,b] x [c,d], ot g : [a,b] — Reth: [c,d] — R sont C°. Alors,

//[a,b]x[c,d] F(x,y)dxdy = ( /a ’ 20 dx> ( /C ") dy>

Démonstration :

[[ 161 = [ goonyanay = [ < [ s dy> "
:/abg(X) (/th(y) dy) dx = (/abg(x) dx) (/th(y) dy>
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Soit D = [0, 1] x [0, 2] et soit f : R? — R définie par f(x,y) = e+% = eXe¥. Calculer
[ focyasap.

D
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Soit D = [0, 1] x [0, 2] et soit f : R? — R définie par f(x,y) = e+% = eXe¥. Calculer
[ focyasap.

D

Corrigé :
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Soit D = [0, 1] x [0, 2] et soit f : R? — R définie par f(x,y) = e+% = eXe¥. Calculer
[ sy

Corrigé :

// F(x.y)dxdy = // e+ dxdy = ( /O 1 ede) ( /0 e dy)
ifp]

1
=5(e- 1)(e* = 1).
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Définition sur un domaine élémentaire
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Définition sur un domaine élémentaire

Une partie D C R? est appelée une partie élémentaire ou un domaine élémentaire de R?
Si

© 3(a, b) € R? et des fonctions 1, ¢, : [a,b] — R, continues, telles que p; < ¢, et
D={(xy) eR?|a<x<bety(x)<y<p(x)}
® 3(c,d) € R? et des fonctions 1,1, : [¢,d] — R continues telles que ¢ < 1, et

D={(x,y) eR?|c<y < dety(y) <x<1(y)}
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Définition sur un domaine élémentaire

Une partie D C R? est appelée une partie élémentaire ou un domaine élémentaire de R?
Si

© 3(a, b) € R? et des fonctions 1, ¢, : [a,b] — R, continues, telles que p; < ¢, et
D={(xy) eR?|a<x<bety(x)<y<p(x)}
® 3(c,d) € R? et des fonctions 1,1, : [¢,d] — R continues telles que ¢ < 1, et

D={(x,y) eR?|c<y < dety(y) <x<1(y)}

Remarque : Un rectangle [a, b] x [c, d] est un cas particulier de domaine élémentaire :
siD = a,b] x [c,d], on peut prendre o1 =¢, w2 =d, 1 =0, = b.
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On suppose que D est un domaine élémentaire. Supposons que f : D — R est continue.
Alors les fonctions
©2(x)
XEMMH/

ba(y)
fxy)dy eR et yec.d fx.y)dx e R
©1(x) 1 (y)
sont continues.
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Propriété
On suppose que D est un domaine élémentaire. Supposons que f : D — R est continue.
Alors les fonctions

w2(X) Y2 (y)

xe[a,b]n—>/ fx,y)dy e R et yelcd —

f(x,y)dx e R
©1(x) 1 (y)

sont continues.

Theorem (Fubini)
Soit D un domaine élémentaire et f : D — R continue. On a

/ i ( L T;X(:)f(x,y)dy) o= [ ‘ ( / :b;()y)f(x,ywx) dy

[} =] = =
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On considere le triangle ABC ou A(1,0), B(0, 1) et C(0,—1). On pose D = ABC. Soit
f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x + 2y. Calculer //f(x,y)dxdy.

D
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On considere le triangle ABC ou A(1,0), B(0, 1) et C(0,—1). On pose D = ABC. Soit
f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x + 2y. Calculer //f(x,y)dxdy.

D

Méthodologie :
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On considere le triangle ABC ou A(1,0), B(0, 1) et C(0,—1). On pose D = ABC. Soit
f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x + 2y. Calculer //f(x,y)dxdy.

D

Méthodologie :
@ On dessine le triangle (pas obligatoire mais recommandé)
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On considere le triangle ABC ou A(1,0), B(0, 1) et C(0,—1). On pose D = ABC. Soit
f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x + 2y. Calculer //f(x,y)dxdy.

D

Méthodologie :
@ On dessine le triangle (pas obligatoire mais recommandé)

@ On vérifie que D constitue un domaine élémentaire c-a-d on identifie les réels
(a,b,c,d) € R* et on cherche les fonctions o1, 3, ¥4, ¥, tel que

D={(xy) eR*|a<x<hety(x)<y<p(x)}
={(xy)eR*[c<y<detyy(y) <x <)}
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On considere le triangle ABC ou A(1,0), B(0, 1) et C(0,—1). On pose D = ABC. Soit
f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x + 2y. Calculer //f(x,y)dxdy.

D

Méthodologie :
@ On dessine le triangle (pas obligatoire mais recommandé)

@ On vérifie que D constitue un domaine élémentaire c-a-d on identifie les réels
(a,b,c,d) € R* et on cherche les fonctions o1, 3, ¥4, ¥, tel que

D={(xy) eR*|a<x<hety(x)<y<p(x)}
={(xy)eR*[c<y<detyy(y) <x <)}

© On calcule les intégrales
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Corrigé :
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Corrigé :
@ lllustration géométrique

B(0,1)
-X+1
0 X 1 A(llo)
x-1
c(0,-1)
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@ Montrons que D est un domaine élémentaire
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@ Montrons que D est un domaine élémentaire
Ona
D ={(x,y)eR?|0<x<1, x-1<y<1-x}
={(xy)eR*|-1<y <1, 0<x<min(1-y,1+y)}
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@ Montrons que D est un domaine élémentaire

Ona
D ={(x,y)eR?|0<x<1, x-1<y<1-x}
={(x.y)eR?|-1<y<1, 0<x<min(1-y,1+y)}

© Calcul de l'intégrale sur D :

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 61/127



@ Montrons que D est un domaine élémentaire

Ona
D

{(xy)eR?|0<x<1, x—1<y<1-x}
{xy)eR*[-1<y <1, 0<x<min(1-y,1+y)}

© Calcul de l'intégrale sur D :

//Df(x,y)dxdy = /01 [/X:X(XjLZy) dy] dx
1

:/ [xy+y2}1_x dx

x—1

0
:2/01 (x—xz) dx:%.
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Propriétés de l'intégrale double

@ Soientf,g : D — R continues. Soit A € R. On a

// (Of + 8)(x.y) dxdy = A // F(x,y) dxdy + // gixy)dxdy  (Linéarité)
D D D
@ Soit h : D — R continue, telle que h > 0. Alors
// h(x,y)dxdy > 0 (Positivité)
D

© Soient f,g : D — R continues, telles que f < g. Alors

//f(x,y) < //g(x,y)dxdy (Croissance)
D D
JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables




C'-difféomorphisme et inversion globale
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C'-difféomorphisme et inversion globale

Definition

Soient U, V des ouverts de R?. On appelle C'-difféomorphisme de U sur V une
application bijective de U sur V de classe C' dont la réciproque est de classe C'.
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C'-difféomorphisme et inversion globale

Definition

Soient U, V des ouverts de R?. On appelle ¢'-difféomorphisme de U sur V une
application bijective de U sur V de classe C' dont la réciproque est de classe C'.

Remarque : Si ¢ est un C' difféomorphisme de R? — R?, il est licite de construire la
matrice Jacobienne de ¢ en a € R? quelconque

1 Op1
ox 0
ot =\ D22 02
ox oy
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C'-difféomorphisme et inversion globale

Definition

Soient U, V des ouverts de R?. On appelle ¢'-difféomorphisme de U sur V une
application bijective de U sur V de classe C' dont la réciproque est de classe C'.

Remarque : Si ¢ est un C' difféomorphisme de R? — R?, il est licite de construire la
matrice Jacobienne de ¢ en a € R? quelconque

1 Op1
ox 0
ot =\ D22 02
ox oy

e Peut-on utiliser un changement de variable pour le calcul d'une intégrale double?

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 63/127



JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 64/127



Theorem (inversion globale)

Soit U un ouvert de R? et ¢ : U — R? de classe C', injective, tq Va € U, det(J,(a)) # 0, i.e.
l'application dyq est inversible. Alors ¢ est un C'-difféomorphisme de U sur p(U).

JAD DABAGHI
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Theorem (inversion globale)

Soit U un ouvert de R? et ¢ : U — R? de classe C', injective, tq Va € U, det(J,(a)) # 0, i.e.
l'application dyq est inversible. Alors ¢ est un C'-difféomorphisme de U sur p(U).

Propriété (Changement de variable)

Soient U et V deux ouverts de R? et © un C'-difféomorphisme de U sur V. Soient Q et D des
domaines élémentaires de R? tels que o(Q) = D. Alors, pour f : D — R, continue on a

//Df(x,y) dxdy = //Q(fo )(u, v)|det(J,(u,v))| dud.

=] = = =
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Theorem (inversion globale)

Soit U un ouvert de R? et ¢ : U — R? de classe C', injective, tq Va € U, det(J,(a)) # 0, i.e.
l'application dyq est inversible. Alors ¢ est un C'-difféomorphisme de U sur p(U).

Propriété (Changement de variable)

Soient U et V deux ouverts de R? et © un C'-difféomorphisme de U sur V. Soient Q et D des
domaines élémentaires de R? tels que o(Q) = D. Alors, pour f : D — R, continue on a

//D F(x.y) dxdy = //Q (F 0 ©)(u, v)|det(,(u, )] dudv.
Rappel:Pourd=1o0na

b 1
/ f(x)dx = / F(p(u))g (u)du.
a 0

=] = = =
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Soit D = {(x,y) € R? | x>0,y >0, x+y < 1}. Soit f : R? — R définie par
f(x, y)—exp< i) pour (x,y) € D\ {(0,0)}. Calculer //fxy )dxdy.
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Soit D = {(x,y) € R? | x>0,y >0, x+y < 1}. Soit f : R? — R définie par
fx,y) = exp( i) pour (x,y) € D\ {(0,0)}. Calculer //f (x,y)dxdy.

Corrigé :
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Soit D = {(x,y) € R? | x>0,y >0, x+y < 1}. Soit f : R? — R définie par
f(x, y)—exp< i) pour (x,y) € D\ {(0,0)}. Calculer //fxy )dxdy.

Corrigé :
@ lllustration géométrique
(0,1)

0,00 x>0 (1,0)
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@ Identification du C'-difféomorphisme
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@ Identification du C'-difféomorphisme

p: R? — R?
u+v v—-u

(u,v) — ( 55 >=(<P1(U7V)7<P2(U7V))
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@ Identification du C'-difféomorphisme

R2 — R?
u—+v v—u

(u,v) — < 55 >=(<P1(U7V)7<P2(U7V))

L'application ¢ est C' sur D car ses composantes ¢ et p, sont C'. De plus

9o 91
Jo(u,v) = (aaz,zgu, V) 8a‘;,z(u, V)> — <
ou

u,v) S2u,v)

Q
N|—

1 1
L 1) = detlw) =5
2 2
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@ Identification du C'-difféomorphisme

R? — R2
(V) o <u+v vV—u

05 = e

L'application ¢ est C' sur D car ses composantes ¢ et p, sont C'. De plus

(%) %ruv) (L 1
./lP(u7V) - (BZZZ(U? V) &f}(u, V) - <_2; %) = dEtU@(UaV)) - i

Ainsi, ¢ est un C'-difféomorphisme de U sur V.
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© Déterminons l'inverse de .

(p(U, V) = (Xv_y) A

JAD DABAGHI

u+v

2
v=u
2

Analyse a Plusieurs Variables

X=y
X+y

= o (u,v)=U—-Vv,u+v)
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© Déterminons l'inverse de .

u+v
= u = X-— _
o(u,v) =(x,y) & vgu @{ v o— x+§ = 1(u7|/):(u—v,u+v)
-y =
2

@ Identification de Q tel que p(Q2) = D.

Q={(u,v)eR?*|0<v<1, —v<u<v}
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© Déterminons l'inverse de .

u+v
=X u = x-— _
w(u,v)(x,y)@{ v2u _, @{ o x+§ = o (U,v) = (U—v,u+V)
2

@ Identification de Q tel que p(Q2) = D.

Q={(u,v)eR?*|0<v<1, —v<u<v}

© Formule du changement de variables :

//Df(X,J/)dxdy: //(fogp)(u,v) det(J,,(u,v))| dudv = 12//(]‘090)(“, v) dudv

2//exp oludv_;/o1 </Vexp(v) du)dv

—v
v 1 /7 1 1 1

v

V - 0
Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 67/127
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Changement de variables en coordonnées polaires

On considere l'application

¢: Rix|-mna[ — R?
(r,0) —  (rcos(f),rsin(d)).

Alors, ¢ est un C'-difféomorphisme de R* x] — 7, 7[ sur R2. De plus, det(Jo(r,0)) = .
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Changement de variables en coordonnées polaires

On considere l'application

¢: Rix|-mna[ — R?
(r,0) —  (rcos(f),rsin(d)).

Alors, ¢ est un C'-difféomorphisme de R* x] — 7, 7[ sur R2. De plus, det(Jo(r,0)) = .

Soit D un domaine élémentaire de R? tq D = {(rcos6,rsin) | 61 <6 < 6, 0 <r < p(6)}
ou—m <60y <6 <metp:R— RY estune fonction continue, 2r-périodique. Alors on a,
pour une fonction f continue sur D,

) p(9)
//f(x,y)dxdy = f(rcos@,rsin@)rdrdo
D 0=0; Jr=0

V.
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Soit D = {(x,y) e R? | x> 1,y >0, (x— 1) + y> < 4}. D est un quart du disque fermé
de centre (1,0) et de rayon 2. Soit f(x,y) = e®=D*#¥* Calculer //f.

D
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Soit D = {(x,y) e R? | x> 1,y >0, (x— 1) + y> < 4}. D est un quart du disque fermé
de centre (1,0) et de rayon 2. Soit f(x,y) = e®=D*#¥* Calculer //f.

D
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Soit D = {(x,y) e R? | x> 1,y >0, (x— 1) + y> < 4}. D est un quart du disque fermé
de centre (1,0) et de rayon 2. Soit f(x,y) = e®=D*#¥* Calculer //f.

D

@ Changement de variables affine

SO(U7 V) = (901 (U, V)7 @2(“7 V)) = (1 +u, V)
La fonction ¢ est de classe C' et

det(J, (u,v)) — det <g) ?) .

Cela prouve que l'application ¢ est un ' difféomorphisme.
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Soit D = {(x,y) e R? | x> 1,y >0, (x— 1) + y> < 4}. D est un quart du disque fermé
de centre (1,0) et de rayon 2. Soit f(x,y) = e®=D*#¥* Calculer //f.

D

@ Changement de variables affine
SO(U7 V) = (901 (U, V)7 @2(“7 V)) = (1 +u, V)
La fonction ¢ est de classe C' et

det(J, (u,v)) — det <g) ?) .

Cela prouve que l'application ¢ est un ' difféomorphisme.
@ lIdentification du domaine de référence. On cherche Dy tq ¢(Dg) = D.
Do ={(u,v) €R? |u>0,v>0,u”+v><4}
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© Formule du changement de variables

// F(x.y)dxdy = / P+ dudy
D Do
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© Formule du changement de variables

// F(x.y)dxdy = / P+ dudy
D Do

@ Changement de variable en coordonnées polaires :

cosf —rsinf
sinf  rcosf

&(r,0) = (®1(r,0),d,(r,0)) = (rcosf, rsinf) = det(Jo(r,0)) =

L'application ¢ est un C'-difféomorphisme.
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© Formule du changement de variables

// F(x.y)dxdy = / P+ dudy
D Do

@ Changement de variable en coordonnées polaires :

cosf —rsinf

&(r,0) = (®1(r,0),d,(r,0)) = (rcosf, rsinf) = det(Jo(r,0)) = Gnd  rcosd

L'application ¢ est un C'-difféomorphisme.
© Recherche du domaine de référence Q tq ®(Q2) = Dg

u = rcos(&) 2 2 2
= < <r<
{v — rsin(0) U 4+vi=r<4 — 0<r<2.

De plus,

u>0 et v>0 <= cos(d) >0etsinf) >0 «~— 96[0,%].
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O Formule du changement de variable pour le calcul de l'intégrale

r=2 0:
/ e“2+VZdUdV:/ / e®(r; e)det(jq) r@) )drdo _/ 2 e f'dl’d9
Do r=0 J0=0
2 Z
= (/ erzrdr> /2 do
0 0

_E 1er2 Z—E(e4_‘|)
212 0_4 '
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O Formule du changement de variable pour le calcul de l'intégrale

r=2 0:
/ eu2+v2dudv _ / / e®(r; e)det(jq) r@) )drdo _/ 2 e f'dl’d9
Do r=0 J6=0

= (/Ozerzrdr> (/()26/9)
:g [;erZK = %(e“— 1).

@ Conclusion:

[ soeyideay = 3et =),
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Intégrales triples
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Intégrales triples

Definition

On appelle pavé de R3 un produit de segments [a, b] x [c,d] x [u,v] C R3, ou
a,b,c,d,u,vsontdesréelseta<b,c<d u<v.
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Intégrales triples

On appelle pavé de R3 un produit de segments [a, b] x [c,d] x [u,v] C R3, ou
a,b,c,d,u,vsontdesréelseta<b,c<d u<v.

Soit D = [a, b] x [c,d] x [u,v] un pavé de R3. Soit f : D — R continue. Alors les fonctions

. (x.y) € [a,b] x [¢,d] H/[uv]f(x,y,z)dzeR

o (V,2) € [c,d] x [u,v] — / fx,y,z)dx e R sont continues
[a,b]

o (x,2) €[a,b] x [u,v] — /[Cd]f(x,y,z)dy eR
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Theorem (Fubini)

Soit D un pavé de R3 et f : D — R continue. On a

// F(x.y,2)dxdydz = // ( Fx.y, z)dz) dxdy
D [a,b]x[c,d] \ J[uV]

i ( f(x,y,z)dy)dxdz=/ ( f(x,y,z)dx)dydz
[a,b] x[u,v] [c,d] [c,d]x[u,v] [a,b]

JAD DABAGHI
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Theorem (Fubini)

Soit D un pavé de R3 et f : D — R continue. On a

// F(x.y,2)dxdydz = // ( Flx, y,z)dz)dxdy
D [a,b] x[c,d] [uV]

[ ([ seyad)ade= [[ ([ sz
[a,b]x[u,v] [c.d] [c,d]x[u,v] [a,b]

Corollary

Lorsque f vérifie f(x,y) = g(x)h(y)k(z) pour tout (x,y,z) € [a,b] x [c,d] x [u,V], ou

g:[0,b] = R, h:[c,d] — Retk:[u,v] — R continues, ona:

//Df(x,y,z)dxdydz: (/abg(x) dx) (/th(y) dy) (/uvk(z) dz) -

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables
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Intégrale triple sur un domaine élémentaire

Une partie D c R3 est appelée une partie élémentaire ou un domaine élémentaire de R?
s'il existe

© (a,b) € R?, des fonctions o1, ¢, : [a, b] — R, continues, telles que ¢4 < ¢; et des
fonctions ¢, @,, continues, telles que ¢, < @, telles que

D={(xy) eR*|a<x<h o1(X) <y < pa(x) et @1(x,y) <z < Fa(x,y), }

@ idem en changeant l'ordre de x, y, z.
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Soit D un domaine élémentaire de R3.
@ Soientf,g : D — R continues. Soit A\ € R. On a

// (M +8)(x,y,2) dxdydz = X // f(x,y,2) dxdydz + // g(x,y,2) dxdydz Linéarité
D D D

@ Soitf : D — R telle que f > 0. Alors

// f(x,y,2)dxdydz > 0 Positivité
D

© Soientf,g : D — R continues, telles que f < g. Alors

// f(x,y,2) dxdydz < // g(x,y,2) dxdydz Croissance
D D
JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables




Changement de variables

Theorem

Soient U et V deux ouverts de R> et ¢ un C'-difféomorphisme de U sur V. Soient Q et D des
domaines élémentaires de R3 tels que ©(Q) = D. Alors, pour une fonction continue
f:D—TR ona

// f(x,y,2) dxdydz = // (f op)(u,v,w)|det(J,(u,v,w))| dudvdw.
D Q
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Changement de variables en cylindriques

Rappel :

Ona

OM = I’é} + Zéz
€, = cos 08y + sin 0@}
€9 = —sin e, + cos 0§y
éz — éz
JAD DABAGHI
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o Lapplication ¢ : (r,60,2) € R% x] — 7, 7[xR — R3 définie par
o(r,0,z) = (rcosb,rsinb,z)
est de classe C' et son déterminant jacobien est donné par

cosf —rsinf O
det(J,(r,0,2)) = |sin@ rcosd O =r+#0= o' difféfomorphisme.
0 0 1

N
|

Propriete
On considére —mw < 01 < 6, < m, et 21,2, € R. Soit Q un domaine élémentaire de R3 tq

D={(rcosf,rsin0,z) | 61 <0 <6, 0<r<R(), 21 <z<2z}

ol R : R — R* est une fonction continue, 2r-périodique. Si f € C°(D)

R(0)
// f(x,y,z)dxdydz = / / f(r cosf,rsinf,z)rdrdfdz.
0= r= 7=74
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Intégrales sur des courbes paramétrées
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Intégrales sur des courbes paramétrées

Motivation : Nous allons définir et étudier deux types d'intégrales
@ les intégrales sur des courbes paramétrées

@ les intégrales sur des surfaces paramétrées
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Intégrales sur des courbes paramétrées

Motivation : Nous allons définir et étudier deux types d'intégrales
@ les intégrales sur des courbes paramétrées
@ les intégrales sur des surfaces paramétrées

Plan de travail :

» définir la notion de courbe paramétrée.

e Intégrale curviligne d'une 1-forme différentielle le long d'une courbe paramétrée,
et la circulation d'un champ de vecteurs le long d'une courbe paramétrée.
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Courbe paramétrée
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Courbe paramétrée

Definition

Une courbe paramétrée de classe C' est un couple (/,~) ol / est un intervalle de R et
v : I — R" une application de classe C'. Lensemble (/) C R" est appelé le support de

Y.
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Courbe paramétrée

Definition

Une courbe paramétrée de classe C' est un couple (/,~) ol / est un intervalle de R et
v : I — R" une application de classe C'. Lensemble (/) C R" est appelé le support de

|

Example

100

075

Soit v : [0,27] — R? définie o
par
7(t) = (cos(t), sin(t))

-0.75
-1.00

-100 -0775 -0'50 -025 000 025 050 075 100
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035

0.0

Soit v : R — R? définie par

A(t) = (sin3(t), cos(t) — cos4(t)>

-05

~100 075 —050 -025 000 025 050 075 100
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Example

035

0.0

Soit v : R — R? définie par

A(t) = (sin3(t), cos(t) — cos4(t))

-05

2.0

-100 -075 -050 -025 000 025 050 075 100

Interprétation cinématique : L'étude d’'un arc paramétré correspond a I'étude du
mouvement d'un point mobile M(t) dont la position a l'instant t est le point f(t)

o le support de l'arc paramétré est appelé trajectoire du mouvement

o Les vecteurs f'(t) et f”(t) sont appelés respectivement vitesse et accélération du
point M(t) a l'instant t.
JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables



telle que

Soit v : [a,b] — R" une courbe paramétrée.
@ On dit que v est fermée si v(a) = ~(b).
@ On dit que v est simple si }jq p[ €St injective.
© On dit que v est réguliére si ~/(t) # 0 pour tout t € [a, b].
Definition

On appelle reparamétrage d'une courbe paramétrée v une courbe paramétrée
JAD DABAGHI

7 :[c, d] — R telle qu'il existe ¢ : [c,d] — [a, b], C'-difféomorphisme de [c, d] sur [a, b],

Y=o
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Intégrale curviligne d'une 1-forme différentielle
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Intégrale curviligne d'une 1-forme différentielle

Soit n € N*, Soit U un ouvert de R”. Soit w une 1-forme différentielle sur U c R”,

Soit v : [a,b] — R" une courbe paramétrée avec ~([a, b]) C U.
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Intégrale curviligne d'une 1-forme différentielle

Soit n € N*, Soit U un ouvert de R”. Soit w une 1-forme différentielle sur U c R”,

Soit v : [a,b] — R" une courbe paramétrée avec ~([a,b]) C U

Definition

Lintégrale curviligne de w sur la courbe v est

b
/ w— /a w((t))dt = / Zaj(y £))v)(t)dt = / (a1 (v ()71 () + - - - + an(v())7a (1)) dt

Ici, w(v(t)) est obtenu en remplagant (xq,...,Xn) par (y1(t),...,vn(t)) dans l'expression
de w.
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Theorem (Invariance par changement de parametre croissant/décroissant)

Soit w une 1-forme différentielle sur U C R". Soit v : [a,b] — R" une courbe paramétrée et
5 un reparameétrage de ~, tel que 5 = ~ o ol  est un C'-difféomorphisme.
@ Si g est strictement croissante alors [zw = [ w.

© Si o est strictement décroissante alors [w = — [ w

JAD DABAGHI
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© Si o est strictement décroissante alors [w = — [ w
Preuve:

Theorem (Invariance par changement de parametre croissant/décroissant)

Soit w une 1-forme différentielle sur U C R". Soit v : [a,b] — R" une courbe paramétrée et
5 un reparameétrage de ~, tel que 5 = ~ o ol  est un C'-difféomorphisme.
@ Si g est strictement croissante alors [zw = [ w.

JAD DABAGHI
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Theorem (Invariance par changement de parametre croissant/décroissant)

Soit w une 1-forme différentielle sur U C R". Soit v : [a,b] — R" une courbe paramétrée et
5 un reparameétrage de ~, tel que 5 = ~ o ol  est un C'-difféomorphisme.

@ Si g est strictement croissante alors [zw = [ w.

© Si o est strictement décroissante alors [fw = — [ w.

Preuve :
00na§:70¢00¢:[cd]—>[a b].

d n
o= / ZW OO = [ w0 o)) (o) (e
5 ¢ j=1

Changement de varlable u= ( )-

/w_/ Z‘*’/ v(u) )”y,(u)du_/7
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Propriété (linéarité)
Soient wy,w, des 1-formes différentielles sur U c R”, et (\, 1) € R2. Soit v une courbe

parameétrée dans R" a support dans U i.e. 3(c, d) € R? tq ([c,d]) c U. On a

/)\w1+uw2=)\/w1+u/w2
0l Y

Y

JAD DABAGHI
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Propriété (linéarité)
Soient wy,w, des 1-formes différentielles sur U c R”, et (\, 1) € R2. Soit v une courbe

parameétrée dans R" a support dans U i.e. 3(c, d) € R? tq ([c,d]) c U. On a

Y

/)\w1+uw2=)\/w1+u/w2
Y il
Preuve :

JAD DABAGHI
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Propriété (linéarité)
Soient wy,w, des 1-formes différentielles sur U c R”, et (\, 1) € R2. Soit v une courbe
parameétrée dans R" a support dans U i.e. 3(c, d) € R? tq ([c,d]) c U. On a

/)\w1 —|—uw2=)\/w1 +u/w2

v ol 2l

Preuve : wq et w, sont des formes différentielles donc
w1 = a1dxq + -+ + apdxp

wy = bidxq + -+ bpdxp

= w1 + pwy = (Aaq + ubp) dxq + -+ - + (Aan + pbp) dxp

JAD DABAGHI
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N
|
N

N

Propriété (linéarité)
Soient wy,w, des 1-formes différentielles sur U c R”, et (\, 1) € R2. Soit v une courbe
paramétrée dans R" a support dans U i.e. 3(c,d) € R? tq v([c,d]) € U. On a

/)\w1+uw2:)\/w1+u/w2
0l Y Y )

Preuve : wq et w, sont des formes différentielles donc

wy = a1dxq + -+ + andxp
= bydxy + - + bpdxy wi + puwp = (AGq + pbq ) dxy + (Aan + pbp) dxp

d
[ = [ v+ ) = [ Z (\ay + uby) (O] (Ot

= [* S gt + /Zub (ORI =2 [wrn [ e

C C

Jj=1
Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 85/127
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Propriété (relation de Chasles)

Soit w, une 1-forme différentielle sur U C R". Soit v une courbe paramétrée dans R" a

support dans U i.e. 3(a,b) € R? tq v([a,b]) C U. Soit ¢ €]a, b] et soient v, et v, les
restrictions respectives de v a [a, c] et [c, b]. Alors,

/wz/aH—/w
o M V2

=] = = =
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Propriété (relation de Chasles)

Soit w, une 1-forme différentielle sur U C R". Soit v une courbe paramétrée dans R" a

support dans U i.e. 3(a,b) € R? tq v([a,b]) C U. Soit ¢ €]a, b] et soient v, et v, les
restrictions respectives de v a [a, c] et [c, b]. Alors,

/wz/aH—/w
o M V2

Preuve :

=] 5

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 86/127



Propriété (relation de Chasles)

Soit w, une 1-forme différentielle sur U C R". Soit v une courbe paramétrée dans R"
support dans U i.e. 3(a, b) € R? tq y([a, b]) C U. Soit ¢ €]a, b[ et soient v, et +; les
restrictions respectives de v a [a, c] et [c, b]. Alors,

/w:/ w+/ w
il " Y2
Preuve: Ona

b
[/w(t)dt:/a dt—/ Zaj / ZG;(V )} ()t
b
+ / Zaj(y(t))fyj{(t)dt / Za, () ()dt + / Za,(v t))y2,(t)dt

j=1

N
N
1
N
N
|
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Lien entre intégrales et primitives
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Lien entre intégrales et primitives

Rappel : On rappelle le théoréme fondamental de I'analyse, qui fait le lien entre
intégration et dérivation.
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Lien entre intégrales et primitives

Rappel : On rappelle le théoréme fondamental de I'analyse, qui fait le lien entre
intégration et dérivation.

Soit f une fonction de classe C' sur le segment [a, b] de R. Alors on a

b
/a f(t)dt = £(b) - f(a).
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Lien entre intégrales et primitives

Rappel : On rappelle le théoréme fondamental de I'analyse, qui fait le lien entre
intégration et dérivation.

Soit f une fonction de classe C' sur le segment [a, b] de R. Alors on a

b
/a f(t)dt = £(b) - f(a).

Conclusion : l'intégrale de la dérivée de f sur un segment s'exprime simplement en
fonction des valeurs de f sur les bords du segment.
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Lien entre intégrales et primitives

Rappel : On rappelle le théoréme fondamental de I'analyse, qui fait le lien entre
intégration et dérivation.

Soit f une fonction de classe C' sur le segment [a, b] de R. Alors on a

b
/a f(t)dt = £(b) - f(a).

Conclusion : l'intégrale de la dérivée de f sur un segment s'exprime simplement en
fonction des valeurs de f sur les bords du segment.

Comment généraliser ce résultat a une intégrale curviligne?
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Soit w une 1-forme différentielle exacte sur U C R" avec w = df. Soit v une courbe

paramétrée dans R" a support dans U (3(a, b) € R? tel que v([a, b]) C U). Alors,

/ w = F(4(b)) — f(+())

(%)

JAD DABAGHI
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Preuve :

/ w = F(4(b)) — f(+())

Soit w une 1-forme différentielle exacte sur U C R" avec w = df. Soit v une courbe

paramétrée dans R" a support dans U (3(a, b) € R? tel que v([a, b]) C U). Alors,

(%)

JAD DABAGHI
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Preuve: Ona

Soit w une 1-forme différentielle exacte sur U C R" avec w = df. Soit v une courbe

/ w =F(1(b)) - (@)

paramétrée dans R" a support dans U (3(a, b) € R? tel que v([a, b]) C U). Alors

/w—/

(%)

/ Za—xmt Yy (t)dt
dt = (f o)(b) — (F o 7)(a).
JAD DABAGHI
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Soit w une 1-forme différentielle exacte sur U C R" avec w = df. Soit v une courbe
paramétrée dans R" a support dans U (3(a, b) € R? tel que y([a, b]) C U). Alors,

/ w = f(3(b)) - f(x(a)) *)

Preuve: Ona

b b _n b N
[o= [ wtioe= ["Sat@mo= [ > Lownod
8! a @ j= ¢ =1

b . b
- / V(1)) - 7 (t)dlt = / (f 7Y/ (8)dt = (F o4)(b) — (f 0 7)(@).

Remarque : Lintégrale dépend des points de départ et d'arrivée mais pas du chemin
~ parcouru entre les deux. Si la courbe ~ est fermée, alors fvw =0.
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y

o . X X
Calculer l'intégrale curviligne / ——°——5 dX+ ——— dy ouT estlarc de cercle de
r Xty Xe+y

rayon a > 0, d'orgine (‘/750, @)a et d'extrémite (0, 5a) et parcouru dans le sens
trigonométrique.
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y

o . X X
Calculer l'intégrale curviligne / ——°——5 dX+ ——— dy ouT estlarc de cercle de
r Xty Xe+y

rayon a > 0, d'orgine (‘/750, @)a et d'extrémite (0, 5a) et parcouru dans le sens
trigonométrique.

Corrigé :
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Y 4
X
X2 1y? + X2 1y?
rayon a > 0, d'orgine (‘/720, @)a et d'extrémite (0, 5a) et parcouru dans le sens
trigonométrique.

dy ou I est l'arc de cercle de

Calculer lintégrale curviligne/—
.

Corrigé :
O Soitw : R? — £(R? R?) définie par
. y X
w(x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y)dy ou P(x.y)= Xty2 et Q(x.y)= Z1y2

Ona 2 _ 42 2 _ 42

Py yy— =X 9Q )= VX

8y(x7y) - (X2 +y2)2 et ox (Xay) - (X2 +y2)2'
Alors, w est fermée. De plus I est étoilé. Alors w est exacte. On peut utiliser la
formule (x).
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@ Calcul d'une primitive :

w est exacte : il existe f tqw = df. Or df = g{(dx + g)]:dy. On obtient le systeme

af y of X

( ) = X 1y2 et Ky(x’y)_xizqtyz’

Alors,

1

f(XJ/):—y 1 Jr /1 +u2 arctan(y)+K(y)
Or of
G0N = e TR = K1) =0 < Ky)=c

Finalement

fx,y)=— arctan(y) +c ceRr
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© Paramétrage de la courbe paramétrée I'

20
A19
EIS
m™ T ©
r:[Z,Z —>R2 %:17
o
o
©

t — (acos(t), asin(t))

00 02 04 06 08 10 12 14
@ Calcul de l'intégrale curviligne

V2

=101 =f0.0) 0% 0%

T
4
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Calculer /x2 dx — xy dy ou I est I'arc de parabole x :yz, 0 < x <1, orienté dans le

r
sens des x croissants.
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Calculer /x2 dx — xy dy ou I est I'arc de parabole x :yz, 0 < x <1, orienté dans le

r
sens des x croissants.

© Etude de la forme différentielle w(x, y) = x%dx — xydy.

On pose

Q

oP B
2 Qxy)=—xy = @(X,y) =0# - (xy)=-y.

P(x,y) =x

La forme w n'est pas fermée et donc n'est pas exacte. On ne peut appliquer la
formule (x).
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@ Paramétrisation de l'arc de la parabole

Posons y = t (on définit y comme étant le parameétre), on a

0
X

y

On pose alors :

v [0,7]
t

JAD DABAGHI

— R?
o (t2,1)

A

x < 1 0 < t < 1
y? =< x = t?

t y =t

(x(t),y(1)) o2

Analyse a Plusieurs Variables
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© Calcul de I'intégrale curviligne :
1
/ X2 dx — xy dy = / ROX(6) — x(Oy () (6) dt
r 0
1
:/ <t4 ><2t—t2t> dt

0
1

/ (2t5 —t3> dt
0

1

12°
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Circulation d'un champs de vecteurs
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Circulation d'un champs de vecteurs

Un peu de mécanique : Le travail d'une force est 'énergie fournie par cette force
lorsque son point d'application se déplace. Pour un déplacement infinitésimal du

SW=F.du
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Circulation d'un champs de vecteurs

Un peu de mécanique : Le travail d'une force est 'énergie fournie par cette force
lorsque son point d'application se déplace. Pour un déplacement infinitésimal du

SW=F.du

Le travail d'une force pour un déplacement fini est donc égal a la circulation de cette
force le long du trajet I' de son point d'application

W:/ﬁ-db
r

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 95/127



Circulation d'un champs de vecteurs

Un peu de mécanique : Le travail d'une force est 'énergie fournie par cette force
lorsque son point d'application se déplace. Pour un déplacement infinitésimal du

SW=F.du

Le travail d'une force pour un déplacement fini est donc égal a la circulation de cette
force le long du trajet I' de son point d'application

W:/ﬁ-db
r

Soit U un ouvert de R” et I = ([a, b], v) une courbe paramétrée. Soit V un champ de
vecteurs continu sur U. Lintégrale curviligne ou circulation de V sur I, est définie par :

fr- ] 7e 0
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Remarque:
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Remarque:
o SiV(x.y) = (P(x.y), Q(x.)) et 7(£) = (x(£).¥(t)), t € [a, b], alors

b
/r V= /a P(x(6),y(0)) X () + Q (x(1), (1)) y'(¢) dt.

Il S'agit alors de l'intégrale curviligne de la forme différentielle w = P dx + Q dy,
que l'on note aussi /de +Qay.
r
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Remarque:
o SiV(x.y) = (P(x.y), Q(x.)) et 7(£) = (x(£).¥(t)), t € [a, b], alors

b
/r V= /a P(x(6),y(0)) X () + Q (x(1), (1)) y'(¢) dt.

Il S'agit alors de l'intégrale curviligne de la forme différentielle w = P dx + Q dy,
que l'on note aussi /de +Qay.
r

o Le vecteur «/(t) = (X'(¢t),y'(t)) est le vecteur tangent a la courbe I' au point ().
Lorsque ~(t) décrit la trajectoire d'un point matériel, le vecteur +/(t) est le vecteur
vitesse.
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Soit I' le cercle de centre (0,0) et de rayon 1 et V le champ de vecteur défini par
V(x,y) = < y) Calculer la circulation de V sur T

@ paramétrisationde I :
[ est le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1. On utilise le paramétrage :
v: [0,27] — R?
t —  (X,¥) = (cos(t),sin(t))
@ Calcul de l'intégrale :

Jo= [ oo 7 (38)- () «
:/O (sin? ()+cosz(t)) dt:/027r1 dt =
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/r V = £(B) - f(A).

o Lo . , : : o
Si'V = grad f (autrement dit V dérive d'un potentiel scalaire) et si I est une courbe orientée
dorigine A, d'extrémité B incluse dans U, alors :

JAD DABAGHI
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Propriété

- — Lo . , , : o
Si'V = grad f (autrement dit V dérive d'un potentiel scalaire) et si I est une courbe orientée
dorigine A, d'extrémité B incluse dans U, alors :

/r V =£(8) - f(A).

Remarque : Si T est fermée c-a-d si ses deux extrémités sont égales, alors / V=0.
r

Autrement dit, /a circulation sur une courbe fermée de tout champ de vecteurs dérivant
d’un potentiel est nulle.
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Propriété

|

SiV = grad f (autrement dit V dérive d'un potentiel scalaire) et si T est une courbe orientée
dorigine A, d'extrémité B incluse dans U, alors :

/r V =£(8) - f(A).

Remarque : Si T est fermée c-a-d si ses deux extrémités sont égales, alors / V=0.
r

Autrement dit, /a circulation sur une courbe fermée de tout champ de vecteurs dérivant
d’un potentiel est nulle.

Démonstration :
. b . b . b
[V= [ Vo) vod = [ Tr6m)-©d = [ (Foqy(©d=For)b) - (o)
r a a a
— £(B) — f(A
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Formule de Green-Riemann

But : Pour w une forme différentielle et I une courbe fermée, établir une relation

entre une intégrale curviligne /w et une intégrale double //f(x,y)dxdy ouDestle
r D
domaine intérieur a .

JAD DABAGHI
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Formule de Green-Riemann

But : Pour w une forme différentielle et I une courbe fermée, établir une relation
entre une intégrale curviligne /w et une intégrale double //f(x,y)dxdy ouDestle
r D

domaine intérieur aT.

Theorem (Formule de Green-Riemann)
Soit T une courbe fermée qui entoure un domaine D (c-a-d T = 9D). Soient P et Q deux
fonctions de classe C'. On a

/FP(x,y)dx+ Q(x,y)dy = //D (Z—S(X,y) - %J(XJ)) dxdy
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Application : calcul d'une surface intérieure a une courbe fermée

On prend dans la formule de Green-Riemann Q = 0 et P = —y on obtient

/r —ydx = — //D gjj(x, y)dxdy = //D dxdy
//D dxdy = //D ds—s

On obtient donc une formule permettant de calculer la surface intérieure a T :
S= / —ydx
I
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Calculer / —x%y dx + xy dy ou T est le cercle de centre (0, 0) et de rayon R > 0.
r
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Calculer / —x?y dx + xy dy ou T est le cercle de centre (0,0) et de rayon R > 0.
r

@ Transformation de l'intégrale curviligne en une intégrale double : I est un
cercle donc une courbe fermée. Posons P(x,y) = —x?y et Q(x,y) = xy. P et Q sont
declasseC' etona

Q

— op _ 2
a(xhy) =y et @(th) =—X".
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Calculer / —x?y dx + xy dy ou T est le cercle de centre (0,0) et de rayon R > 0.
r

@ Transformation de l'intégrale curviligne en une intégrale double : I est un
cercle donc une courbe fermée. Posons P(x,y) = —x?y et Q(x,y) = xy. P et Q sont
declasseC' etona

Q

— op _ 2
a(xhy) =y et @(th) =—X".

® Formule de Green-Riemann:

/—xzydx+xydy://(y+x2)dxdy ouD = {(x,y) e R? | x*> + y?> < R?}.
r D
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© Calcul de l'intégrale double : Utilisation des coordonées polaires

//D(y+x2) dxdy = /OR /OZﬂ(fSi“(Q) + r? cos?(6))r drd6
:/oRr(/Ozw(rSi”(Q)+r2cosz(9))d9) dr
:/()Rf</02wfsin(9)+r2 <1+C(2)s(26)> d9> dr

= /OR/’ [—r cos(8) + r22(9 + ;sin(29))] -

R
:77/ r3dr
0
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Calculer l'aire de l'ellipse dequatlon

2 2

Ly
Tt

2
On cherche a calculer/ dxdy ou D = {(x y) € R? | — +y 1}.

JAD DABAGHI

(a cos(t), b sin(t))
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O ldentification de la forme différentielle :

0oQ oP . 0Q 0P
//dxdy //(8)(_> dxdy ou a—o,a—y——1
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O ldentification de la forme différentielle :

0oQ oP . 0Q 0P
//dxdy //(8)(_> dxdy ou a—o,a—y——1

® Formule de Green-Riemman:

2
//dxdy /—ydx ourlr =abD = {(xy)eRzer}l;z 1}
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O ldentification de la forme différentielle :

0oQ oP . 0Q 0P
//dxdy //(8)(_> dxdy ou a—o,a—y——1

® Formule de Green-Riemman:

2
//dxdy /—ydx ourlr =abD = {(xy)eRzer}l;z 1}

© Paramétrage de la courbe :
~v:[0,27] = R
t— (x(t),y(t)) = (acos(t), bsin(t))
Ainsi

27 27 27 1
/ wdx = / _y(OX(6) dt = / absin?(t) dt — ab / 1C2°S(2t) dt = rab
r 0 0 0
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Intégrales sur des surfaces paramétrées

Definition
Soit A un ouvert de R?. Une surface paramétrée de R3 est une fonction f : A — R3
définie par

f(U, V) = (X(U, V),y(U, V),Z(U, V))

Limage S = f(A) = {f(u,v), (u,v) € A} est appelé /e support de f.
On dit aussi que S est la surface paramétrée par f (ou que f est une paramétrisation
de S).
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Sphére de centre (0,0, 0) et de rayon R > 0 dans R3

f:[0,7] x [0, 27[— R3
(0, ©) — (Rsin(0) cos(p), Rsin(0) sin(v), R cos(8))
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Remarque :

@ On supposera que toutes les surfaces paramétrées sont de classe C' et on
omettra 'expression "de classe C'" dans la suite.

(2]

of ox(u,v) dy(u,v) 0z(u,v)
—(u,v):( ou ’ du  ou )

Definition
On dit que la surface paramétrée est réguliére en (u,v) si df, v est de rang 2, i.e. si

of of

50 —(u,v) et —(u v) sont linéairement indépendants.

On dit que Ia surface paramétrée est réguliere si elle est réguliere en tout point
(u,v) € A.
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Definition
Soit S une surface paramétrée par f : A ¢ R?> — R3 de classe C'.
@ On appelle vecteur normal a la surface en un point f(u,v) le vecteur :

of
ov

n=n(u,v)= g—{l(u, V) A ==(u,v)

@ On appelle vecteur normal unitaire en le point M = f(u,v) le vecteur :

N=—.
il

S| S
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f: [0,7] x[0,27] — R3
(6, 9) —  (Rsin(0) cos(¢), Rsin(8) sin(¢), R cos(0))

Pour quelles valeurs de 6 et ¢ la surface est-elle réguliere?

Corrigé :
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f: [0,7] x[0,27] — R3
(6, 9) —  (Rsin(0) cos(¢), Rsin(8) sin(¢), R cos(0))

Pour quelles valeurs de 6 et ¢ la surface est-elle réguliere?

Corrigé :

g];( 0,¢) = (Rcos(0) cos(v), Rcos(#) sin(v), —Rsin(6)) ,

gi( ) = (—Rsin(0) sin(i7), Rsin(6) cos(), 0)
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f: [0,7] x[0,27] — R3
(6, 9) —  (Rsin(0) cos(¢), Rsin(8) sin(¢), R cos(0))

Pour quelles valeurs de 6 et ¢ la surface est-elle réguliere?

Corrigé :
g];( 0,¢) = (Rcos(0) cos(v), Rcos(#) sin(v), —Rsin(6)) ,
gi( 1) = (—Rsin(8) sin(), Rsin(8) cos(7), 0)

et

R? sin2(0) cos(¢)
0.0 = T L ( R sin? (0)sin() )
4 R? cos(#) sin(6)
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f: [0,7] x[0,27] — R3
(6, 9) —  (Rsin(0) cos(¢), Rsin(8) sin(¢), R cos(0))

Pour quelles valeurs de 6 et ¢ la surface est-elle réguliere?

Corrigé :
gg( 0,¢) = (Rcos(0) cos(v), Rcos(#) sin(v), —Rsin(6)) ,
S(6.) = (~Rsin(9)sin(i),Rsin(9) cos(),0)
“ ?sin?(0) cos()
R< sin“(0) cos(y
ni(0, ) = g‘g A gf ( R? sin?(6) sin() )
R? cos(6) sin(#)
On voit donc que la surface paramétrée est réguliere en les points f(0, ¢) tels que
0 +£0eth +m.

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 1097127



Orientation d'une surface paramétrée

Definition

Soit A un ouvert de R? et f : A ¢ R? — R3 une surface paramétrée réguliére. On
appelle orientation de f , la donnée d'un champ de vecteurs normaux a la surface. On

note S la surface orientée par un vecteur sortant et S~ par la surface orientée dans
le sens opposeé.
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Flux d'un champ de vecteurs

Definition
Soit V un champ de vecteurs sur R3 défini sur un ouvert U de R3. Soit ST une surface

orientée contenue dans U, paramétrée par f : A € R> — R3 de classe C' et orientée
par le vecteur normal ri(u,v). On appelle flux du champ V a travers ST l'intégrale :

//5+ V.ds = //A V(f(u,v)) - fi(u,v) dudv

Si ST est une surface fermée, le flux de V a travers ST s'écrit :

# V. ¢
s+
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Propriété

Soient V un champ de vecteurs sur R3 défini sur un ouvert U de R> et St une surface
orientée contenue dans U. Si S~ est la méme surface orientée dans le sens opposé a celui

de St, alorsona:
// v.c?s:_/ V.

Remarque : Le flux ne dépend pas du choix du paramétrage de la surface,
seulement de son orientation. Changer d'orientation change le signe du flux.
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On considére le champ de vecteurs V(x,y,z) = (z,x,y) et la surface
St ={x€e[0,1],y €[0,1],z € R | z= xy}, paramétrée par f(u,v) = (u, v, uv) avec
u€[0,1]etv € [0,1]. Calculer le flux de V a travers S+.

Corrigé :
@ Calcul du vecteur normal :

1 0 -V
ﬁ(u,v)(O)A(1)(u)
v u 1
@ Calcul du flux

N B uv —v
// V-dS:/ V(f(u,v))-ﬁ(u,v)dudv:// u |- —u | dudv
s+ [0,1]x[0,1] [0,1]x[0,1] 1

4
= // (—uv? — u? 4 v) dudv
(0,1]x[0,1]
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© Application du Théoréme de Fubini : La fonction (u,v) — —uv? — u? + v est
continue sur [0, 1] x [0, 1], donc

N 1 1 1 1
// V.dS= —/ udu /vzdv —/ uzdu+/ vdu
s+ 0 0 0 0

N
w

\
w

+
N —
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Théoréme de Stokes pour les surfaces paramétrées dans R3

Theorem (Stokes)

Soient S une surface paramétrée de R3 orientée par le choix d'un champ de normales i et
[ = S le bord fermé de S. Soit V un champ de vecteurs de classe C' dans R3. Le flux du
rotationnel de V a travers la surface S est égal a la circulation de V le long du bord 0S :

//sm.oﬁ:yﬁrv.

Remarque : Ce Théoréme est trés utile pour calculer la circulation d'un champs de
vecteurs lorsqu'on obtient facilement un paramétrage de la surface.
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Soit la surface S définie par: S = {(x,y,2) e R3|y2 + (z—1)*=1,z>1,0<x < 1} et
orientée par les normales r telles que ri - €, > 0. On appelle I le bord fermé de S.

. : -1 .
Calculer la circulation / de V = > (z2,x2,y?) le long de T par deux méthodes.

Illustration

=
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@ Méthode 1: On calcul des intégrales curvilignes

/:55‘7:/ m/ m/ m/ v
r DY} Iac Feo pa
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@ Méthode 1: On calcul des intégrales curvilignes

/—55 / V—|—/ V—l—/ V-l—/
DY} Iac Feo pa

o Paramétrisation du segment [AB] : 445(t) = (¢, 1,1) ou t € [1,0]

0 12 1 0
/ V«(Té:/l t2]-(0 dtzl/ dt:fl
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@ Méthode 1: On calcul des intégrales curvilignes

/:55\7:/ m/ m/ m/ v
r DY} Iac Feo pa

e Paramétrisation du segment [AB] : 7,43 ( youte[1,0]
/ V.dl= dt_f dt:fl
[ag 2
° Paramétrisation du demi-cercle BC : Ypc(t) = (0,cost, 1 +sint) ou t € [0, ]

N —

o T (1 —l—smt) O T s
/ V-cﬁz/ 0 - | —sint dt:%/ cos3tdt:%/ cost(1—sin2t)
lsc 0 cos? t cost 0 0
. 3,17
sin” t
0

(/ costdt—/ costsinztdt) = 1 ([sin tlo +
0 0 2
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o Paramétrisation du segment [CD] : Ycp(t) = (t,—1,1) out € [0,1]

g0 1 1 1
/ v-cuz—/ —| ¢ {0 dt—/ dt = =
Fep 0 2 (—1)2 0 2 0 2

JAD DABAGHI Analyse a Plusieurs Variables Octobre 2023 1187127



o Paramétrisation du segment [CD] : Ycp(t) = (t,—1,1) out € [0,1]

g0 1 1 1
/ v-cw—/ —| ¢ {0 dt—/ dt = =
Fep 0 2 (—1)2 0 2 0 2

o Paramétrisation du demi-cercle DA : 4pa(t) = (1,cost, 1 +sint) ou t € [r, O]

) 04 [(1+sint)? 0 0
/ v.oTZ:/ 1 1 | —sint dt:1/ (—sint+cos3t) dt
pa g 2 2 T

cos? t cost

° 1% s 1 0
=—= [ sintdt+ = [ cos’tdt = = [cost]. =1
ﬂ 2 Jx 2 i

-0
Conclusion:

L= 1 1
=V -dl = —= —41=1.
§£r dl=-5+0+5+
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® Méthode 2 : Théoréeme de Stokes
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® Méthode 2: Théoréme de Stokes
¢ Calcul du rotationnel de V : .
rotV = (y,z,x)
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® Méthode 2: Théoréme de Stokes
¢ Calcul du rotationnel de V : .
rotV = (y,z,x)

® Paramétrisation de la surface S :

f:[0,1] x [r,0] — R3
(u,v) — (u,cosv, 1 +sinv)
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® Méthode 2: Théoréme de Stokes
® Calcul du rotationnel de V : .
rotV = (y,z,x)

e Paramétrisation de la surface S :
f:[0,1] x [r,0] — R3
(u,v) — (u,cosv, 1 +sinv)

e Calcul du vecteur normal a la surface :

1 0 0
,_7,: 6f£9u,V) Aaf(au7v) — 0| A —sinV = — cosV
u 4 0 cosV —sinv
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® Méthode 2: Théoréme de Stokes
® Calcul du rotationnel de V : .
rotV = (y,z,x)

e Paramétrisation de la surface S :
f:[0,1] x [r,0] — R3
(u,v) — (u,cosv, 1 +sinv)

e Calcul du vecteur normal a la surface :

ﬁ:af(u’v)/\af(u’v): 2) A fs?nv = fc?)sv
ou ov 0 cosV —sinv

* Formule de Stokes:

. cosV 0 1
I://rotig: / 1+sinv |- | —cosv dudv:f[cosv]?rz'l
s [0,1]x[r,0] U 2

—sinv
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Théoreme de Green-Ostrogradsky

Theorem (Green-Ostrogradski)

Soit Q un domaine de R> délimité par une surface fermée S orientée par un vecteur
normal sortant. Soit F un champ de vecteurs de classe C' dans R3. Alors :

#ﬁc?%:// div F dV,
S Q

Autrement dit, le flux du champ de vecteurs F & travers la surface S est égal a l'intégrale de
sa divergence sur le volume V.

v
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Calculer le flux ® de F (x,y, z) = (2x, 2y, 2z) a travers les surfaces d'un cube centré &
l'origine de coté 1.

Corrigé :
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Calculer le flux ® de F (x,y, z) = (2x, 2y, 2z) a travers les surfaces d'un cube centré &
l'origine de coté 1.

Corrigé :
@ Définition de la géométrie : Q est le domaine délimité par le cube centré a

3
lorigine de c6té 1:Q = [—%, %}
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Calculer le flux ® de F (x,y, z) = (2x, 2y, 2z) a travers les surfaces d'un cube centré &
l'origine de coté 1.

Corrigé :
@ Définition de la géométrie : Q est le domaine délimité par le cube centré a

3
lorigine de c6té 1:Q = [—%, %}

@ Calcul de la divergence : divF=2+2+2=6.
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Calculer le flux ® de F (x,y, z) = (2x, 2y, 2z) a travers les surfaces d'un cube centré &
l'origine de coté 1.

Corrigé :
@ Définition de la géométrie : Q est le domaine délimité par le cube centré a

. . ~ 7 3
l'origine de coté 1:Q = [—%, %} :
@ Calcul de la divergence : divF=2+2+2=6.
© Théoréme de Green-Ostrogradski :

# Fods= // div F dxdydz — /// 6 axdyadz

2’2

=6 (/_1 dx) (/_21 dy) </ . dz) (Théoréme de Fubini)

2 2 2

volume du cube de c6té 1 =1
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Exercice

Calculer le flux a travers la surface S orientée selon l'axe (0z) et délimitée par la
surface d'équation

X2 y2
—+b—2 1
z=0

du champ de vecteurs V(x,y,z) = (1,2, 3) de R3. Méme question pour V = (z,y,x2).

Indication : La paramétrisation de cette surface notée S est donnée par l'application
f:[0,27] x [0, 1] — R3 définie par

f(t,r) = (arcos(t), brsin(t),0)
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Corrigé :
@ Définition du flux du champ de vecteurs V est donné par

//\7-0/?92 / V(f(x,y)) - fidxdy
s [0,27]x[0,1]

@ Calcul du vecteur normal i :

—arsin(t) a cos(t) 0
n= | brecos(t) | A| bsin(t) | = 0
(75) (526)- (2
0

1 1
// V.ds = / 21| o |dtdr=—6ab2r Frz} — —67ab.
s [0,27]x[0.1] \ 3 _2arb 2 o
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Corrigé :
@ Définition du flux du champ de vecteurs V est donné par

//\7-qu:// V(f(x,y)) - iidxdy
s [0,27]x[0,1]

@ Calcul du vecteur normal ri :

—arsin(t) a cos(t) 0
n= (brcos(t)) A (bsin(t)) = ( 0 )
0 0 —2arb

©

0 0 2 1
// V.dS — // brsin(t) |-{ 0 | dar = ~20% / / 3 cos?(t) ditdr
[0.271x10.1] \ g2r? cos?(t) —2arb o Jo
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@ Calcul de l'intégrale :

27 27 27
/ cosz(t)dt—/ s+ M o2 +¢| = n
0 0 2 2|2 0

© Calcul de l'intégrale :

® Conclusion:
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Exercice

Calculer la circulation du champs de vecteurs A(x,y,z) = (y — z,z — x,x — y) par deux
meéthodes le long de l'ellipse £ qui admet comme paramétrisation de sa surface :
X(t) = rcos(t)
y(t) = rsin(t)

Z(t) =1 — rcos(t)
Corrigé :

@ On définit la fonction f : [0,27] x [0, 1] — R3 par

f(t,r) = (rcos(t),rsin(t),1 — rcos(t))

@ Théoreme de Stokes :
// FolA - dS — 515 i
S r
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© Calcul de TOHA : .
rotA = (—2,-1,-2)

@ Calcul du vecteur normal a la surface :
—rsin(t) cos(t) —r —sin(t)
n=| rcos(t) | A sin(t) | = cos(t)
1+ rsin(t) — cos(t) —r
©® Calcul du flux:

e —2 —r —sin(t)
//smtA'ds_/o /o (;) ' ( cox(1) dt
— /27r /1 (2r + 2ssin(t) — cos(t) + 2r) drdt = 2[—2 cos(t) — sin(t)]5™ = O.
0 0
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