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Objectifs

@ Comprendre les comportements locaux et asymptotiques des fonctions
@ Savoir manipuler les développements limités
© Savoir calculer plusieurs familles d'intégrales

@ Savoir résoudre les équations différentielles linéaires du Ter et 2nd ordre.
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Contenu du module

@ Chapitre 1 : Analyse réelle (CMO 1)

® Un peu de topologie, continuité d'une fonction en un point.

@ Chapitre 2 : Relations de comparaison (CMO 1)
* Fonctions dominées, fonctions négligeables, fonctions équivalentes.
© Chapitre 3: Développements limités (CMO 2)

* Formules de Taylor, opérations sur les développements limités, applications.
¢ Contréle continu 45 minutes 11 Mars 2023

@ Chapitre 4 : Calcul d'intégrales  (CMO 3)
© Chapitre 5 : Equations différentielles  (CMO 4)
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Analyse réelle
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Analyse réelle

Analyse réelle

Definition (distance)

Soit £ un ensemble non vide. Une distance sur E est une applicationd : £ x E — R"
qui vérifieV(x,y,z) e E X E X E

y
d(x,y) =0 < x =y (homogénéité) @@ %
d(x,y) =d(y,x) (symétrie) Ey\ cy
d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire). T ) 2

Le couple (E, d) est appelé espace métrique.

Exemple:
* Sur R, la métrique usuelle est d(x,y) = |x — y|
® Sur C, la métrique usuelle est d(z1,2,) = |25 — 27|
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Analyse réelle

Definition (Ouvert)

Soit (E, d) un espace métrique. On dit que A € P(E) est un ouvert de E si A contient
une boule ouverte. Autrement dit, si

Vx € A, 3r > 0 tel que B(x,r) Cc A

B(x,r)={y €E|d(x,y) <r}

Exemples ouverts :
° R
° RZ

* Ja, b
* B(x,r)
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Analyse réelle

Definition (Voisinage)

* (E,d) espace métrique eta € E.

On dit que V C E est un voisinage de a si, et seulement si, il existe un ouvert 0 C V
contenant a. Autrement dit s'il existe B(a,r) C V.

Remarque :

e En dimension 1,

Vo =)0 —n,0 + 1]
e En dimension 2,

VG = 8(07 77)
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Analyse réelle

Definition (Caractérisation de Weierstrass)

Une fonction f est dite continue en a € I si

Ve>0,3n>0,Vxellx—al <n=I[f(x)—f(a) <e (limf(x)=f(a)).

X—a

fla)+e
f(a)
fla)—¢
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Relations de comparaison

Fonctions dominées

Definition

Soitf:/—-Rety:/— Retael Alors f est dominée par ¢ au voisinage de g, s'il
existe une fonction u : | — R bornée au voisinage de a et telle que f = pu au
voisinage de a. On note

f=0(p)
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Relations de comparaison

Fonctions dominées

Definition

Soitf:/—-Rety:/— Retael Alors f est dominée par ¢ au voisinage de g, s'il
existe une fonction u : | — R bornée au voisinage de a et telle que f = pu au
voisinage de a. On note

f=0(p)

Exemple : f(x) = x?sin (l) sur R et o(x) = x2. Alors

f(xX) = p(X)u(x) avec u(x)=sin ()1—() .

Or u est bornée donc f = O(p).
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Relations de comparaison

Fonctions négligeables

Definition

on dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de g, s'il existe une fonction e
définie sur / tel que f = ¢e au voisinage de a et limge = 0. On note f = o().
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Relations de comparaison

Fonctions négligeables

Definition

on dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de g, s'il existe une fonction e
définie sur / tel que f = ¢e au voisinage de a et limge = 0. On note f = o().

Exemple : x3 = o(x?) au voisinage de 0 car x3 = x x x? avec £(x) = x et lim £(x) = 0.

x—0
-5
150 10 x10
—=—2
100 8 ——,3
50 6
X o g 4
50 2
100 —-—2 0
——3 5
190 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01

5 0 5

x x
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Relations de comparaison

Quelques résultats

Propriété

Soitf : I — R une fonction et a € |.

@ La fonction f est bornée au voisinage de a si, et seulement si f = O(1).

@ La fonction f tend vers 0 en a si, et seulement si f = o(1).
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Relations de comparaison

Quelques résultats

Propriété

Soitf : I — R une fonction et a € |.

@ La fonction f est bornée au voisinage de a si, et seulement si f = O(1).

@ La fonction f tend vers 0 en a si, et seulement si f = o(1).

Démonstration :

@ (=) On suppose f bornée au voisinage de a. Vx € Vg, |f(X)| = f(X) x \1/ . Donc

bornée
f=00).
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Relations de comparaison

Quelques résultats

Propriété

Soitf : | — R une fonction et a € |.

@ La fonction f est bornée au voisinage de a si, et seulement si f = O(1).

@ La fonction f tend vers 0 en a si, et seulement si f = o(1).

Démonstration :
@ (=) On suppose f bornée au voisinage de a. Vx € Vg, |f(X)| = f(X) x \1/ . Donc

bornée
f=00).
(<) f = O(1). Alors 3¢ bornée sur V, tel que f = ¢ x 1 sur V,. Donc f bornée sur

Va.
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Relations de comparaison

@ (=)ftendversOena:
Ve > 03 >0Vx €la—mn,a+m], [f(X)] <e.
On pose

x = f(x) )!ina #(X) =0
Alors f = o(1).
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Relations de comparaison

@ (=)ftendversOena:
Ve > 03 >0Vx €la—mn,a+m], [f(X)] <e.

On pose

x = f(x) )!i;naw(x):o

Alors f = o(1).
(<) f = o(1) au voisinage de a. Alors Jp définie au voisinage de a tel que f = ¢1

au voisinage de a avec limg ¢ = 0.
Or limg ¢ € Vg donc limg f = limg o = 0.
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Relations de comparaison

Quelques remarques

@ Lorsque f = o(g) au voisinage de a € /, f = g x € au voisinage de a et limge = 0.
Mais, limg e 4 0 sur  tout entier.

Contre exemple :
fix—x3 et g:x—x*> SurR.

Onaf = o(g) au voisinage de 0 (¢(x) = x) mais £(x) # 0 ¥x € R*.
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Relations de comparaison

Quelques remarques

@ Lorsque f = o(g) au voisinage de a € /, f = g x € au voisinage de a et limge = 0.
Mais, limg e 4 0 sur  tout entier.

Contre exemple :
fix—x3 et g:x—x*> SurR.

Onaf = o(g) au voisinage de 0 (¢(x) = x) mais £(x) # 0 ¥x € R*.
@ Sif = o(h) etg = o(h) au voisinage de g alors f n'est pas forcément égal a g.

Contre exemple :
fix—=x3 gix—=x* h:x—x2

On af = o(h) au voisinage de 0 et g = o(h) au voisinage de 0 mais f # g.
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Relations de comparaison

Quelques remarques

@ Lorsque f = o(g) au voisinage de a € /, f = g x € au voisinage de a et limge = 0.
Mais, limg e 4 0 sur  tout entier.

Contre exemple :
fix—x3 et g:x—x*> SurR.

Onaf = o(g) au voisinage de 0 (¢(x) = x) mais £(x) # 0 ¥x € R*.
@ Sif = o(h) etg = o(h) au voisinage de g alors f n'est pas forcément égal a g.

Contre exemple :
fix—=x3 gix—=x* h:x—x2

On af = o(h) au voisinage de 0 et g = o(h) au voisinage de 0 mais f # g.
© Le méme phénomeéne s'observe pour la notation O.
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Relations de comparaison

Régles de calcul

O f=0(p)=f=0(p) (négligeable = bornée)

@D fr=0(p)etfo =0(p)=fr +f2 = O(p) (somme de fonctions bornée est bornée)

© fi =0(p1) et fo = O(p2) = fifa = O(p192)

D fi=o(p)etfr =0(p)=fi +f» =0(p) (somme de termes négligeable est négligeable)

O fi = o(p1) etfo = o(p2) = fif2 = 0(p12)

O f=0(p1) et o1 =0(p2) = f =0O(p2) (transitivité de la domination)

@ f =o0(¢1) et o1 =0(p2) = f = o(y2) (transitivité de la négligence)
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Relations de comparaison

Démonstration

@ f = o(y) au voisinage d'un pointa = f = gy au voisinage de g et lim;g = 0.
Ve >03n>0Vx€la—n,a+n] |gx)| <e.

La fonction g est donc bornée au voisinage de a. Alors f = O(y).
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Relations de comparaison

Démonstration

@ f = o(y) au voisinage d'un pointa = f = gy au voisinage de g et lim;g = 0.
Ve >03n>0Vx€la—n,a+n] |gx)| <e.

La fonction g est donc bornée au voisinage de a. Alors f = O(y).
@ f1 = O(p) alors f; = pu au voisinage de a ou u est bornée au voisinage de a.

I > 0Vx €]la—nr,a+ml, fr(x) = e(x)u(x).
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Relations de comparaison

Démonstration

@ f = o(y) au voisinage d'un pointa = f = gy au voisinage de g et lim;g = 0.
Ve >03n>0Vx€la—n,a+n] |gx)| <e.

La fonction g est donc bornée au voisinage de a. Alors f = O(y).
@ f1 = O(p) alors f; = pu au voisinage de a ou u est bornée au voisinage de a.

I > 0Vx €]la—nr,a+ml, fr(x) = e(x)u(x).

f> = O(p) donc f, = pv au voisinage de a.

Jnp > 0Vx €]a — 2,0 + 2, f2(x) = @(X)v(X).
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Relations de comparaison

Démonstration

@ f = o(y) au voisinage d'un pointa = f = gy au voisinage de g et lim;g = 0.
Ve >03n>0Vx€la—n,a+n] |gx)| <e.

La fonction g est donc bornée au voisinage de a. Alors f = O(y).
@ f1 = O(p) alors f; = pu au voisinage de a ou u est bornée au voisinage de a.

Im > 0Vx €la—m,a+ml fi(x) = pX)u(x).
f> = O(y) donc f, = pv au voisinage de a.
Iz > 0VX €]a — 12,0+ na[, fo(X) = w(X)v(x).

Pour i = min(n:,72) on a vx €la —n,a+n[ (fi +f2)(X) = e(x)(u + v)(x). Comme
u+ v bornée au voisinage deaonaf; +f, = O(y).
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Relations de comparaison

Démonstration

@ ° fi =o(p) au voisinage de a alors il existe une fonction ¢, définie au voisinage de a
tel que
lime(x) =0
X—a

et vérifiant f; = e1p au voisinage de a

* f, = o(yp) au voisinage de a alors il existe une fonction ¢, définie au voisinage de a
tel que
lim e2(x) =0
X—a

vérifiant f, = e, au voisinage de a.
Ainsi, la fonction e = ¢ + &, est bien définie au voisinage de a et limy_,q£(x) = 0.
Alors, f1 + > = o(p).
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Relations de comparaison

Regle pratique

Soit I un intervalle de R et a € I. Supposons que ¢ ne s‘annule pas sur I\a. Alors au
voisinage de a

@ f est dominée par ¢ si, et seulement si, ! est bornée au voisinage de a.
12
X
6 _q
p(X)

@ f est négligeable devant ¢ si, et seulement si, limy_,q ——~
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Relations de comparaison

Fonctions équivalentes

Definition

Soient f et g définies sur un intervalle /. On dit que f est équivalente a g au voisinage
de g, s'il existe une fonction h définie sur / telle que f = gh au voisinage de a et
limx—,qg h(X) = 1. On note f ~ &
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Relations de comparaison

Fonctions équivalentes

Definition

Soient f et g définies sur un intervalle /. On dit que f est équivalente a g au voisinage
de g, s'il existe une fonction h définie sur / telle que f = gh au voisinage de a et
limx—,qg h(X) = 1. On note f ~ &

Exercice : Soient f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = sin(x) et g(x) = x.
Montrer que f et g sont équivalentes en 0.
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Relations de comparaison

Fonctions équivalentes

Definition

Soient f et g définies sur un intervalle /. On dit que f est équivalente a g au voisinage
de g, s'il existe une fonction h définie sur / telle que f = gh au voisinage de a et
limx—,qg h(X) = 1. On note f ~ &

Exercice : Soient f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = sin(x) et g(x) = x.
Montrer que f et g sont équivalentes en 0.
Correction: Onaf 38 En effet

sin(x) 1

Vx e R* f(x)=h(x) x g(x) avec h(x)= X0
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Relations de comparaison

Fonctions équivalentes

Definition

Soient f et g définies sur un intervalle /. On dit que f est équivalente a g au voisinage
de g, s'il existe une fonction h définie sur / telle que f = gh au voisinage de a et
limx—,qg h(X) = 1. On note f ~ &

Exercice : Soient f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = sin(x) et g(x) = x.
Montrer que f et g sont équivalentes en 0.
Correction: Onaf 38 En effet

sin(x) 1

Vx e R* f(x)=h(x) x g(x) avec h(x)= X0

Remarque : x — x est un DL a l'ordre 1 de la fonction x — sin(x) au voisinage de 0.
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Relations de comparaison

Equivalent pour les polynémes

n
fx)=> ax* avec a,#0 et a,#0.
k=p

@ EtudeenO:Pourxc R, ona

Uy a _
) = apXP + ap 1 xPT 4+ apx™ = apxP (1 + g—+x+ e a—”x” p)
p p
N

Donc f(x) ¥ apxP.
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Relations de comparaison

Equivalent pour les polynémes

n
X)=> ax* avec a,#0 et a,#0.

@ EtudeenO:Pourx R, ona

1 Un o
FO) = 0pxP + apaxPT X = apxP (1 + Iptty gy Gnynp
ap ap
e

Donc f(x) ¥ apxP.
@ Etude en +:PourxcRona

a,_ a,_ a
f(x) = apx" <1+21X1+“X2+~-+pxp”>

n On On

-~

Donc f(x ) ~ anx —1
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Relations de comparaison

Comment montrer que deux fonctions sont équivalentes au voisinage d'un
point?

Propriété
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle | et a € I. On suppose que g ne
s‘annule pas sur I\a. Alors, la fonction f est équivalente a la fonction g au voisinage de a, si

et seulement si,
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Relations de comparaison

Résultats fondamentaux

Soient f et g deux fonctions équivalentes en a € |I.

@ Si g a une limite finie ou infinie en a alors limg f = limg &.

@ Si g est positive sur | alors f est positive au voisinage de a.

© Si g ne sannule pas sur | alors f ne s‘annule pas au voisinage de a.

Obtention d'équivalents : Si f est dérivable en a € / et si f'(a) # 0, alors au voisinage

dea:
f(x) —f(a) ~f'(a)(x - a)
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Relations de comparaison

Exercices

@ Montrer que e — 1 ~ x au voisinage de 0
@ Montrer que In(1 + x) ~ x au voisinage de 0
© Montrer que sin(x) ~ x au voisinage de 0
Corrigé :
@ Comme x — e est dérivableen O et quee® =1ona

é-&zﬂmu—méa_13x
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Relations de comparaison

@ x — sin(x) est dérivable en 0 et et posséde une dérivée non nulle

sin(x) — sin(0) ’ sin’(0)(x — 0) = sin(x) X

® x — In(1 4 x) est dérivable en 0 et posséde une dérivée non nulle

1
o1+0

In(1T+x)—In(1+0) (x —0) = In(1 +x)3x
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Relations de comparaison

Substitution dans un équivalent

Propriété

Soient f et g définies sur | et équivalentes en a. Si u : A — | et telle que lim;_,, u(t) = a,
alors f(u(t)) et g(u(t)) sont équivalentes en c.
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Relations de comparaison

Substitution dans un équivalent

Propriété
Soient f et g définies sur | et équivalentes en a. Si u : A — | et telle que lim;_,, u(t) = a,
alors f(u(t)) et g(u(t)) sont équivalentes en c.

Application : Déterminer les équivalents des fonctions suivantesen 0 :
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Relations de comparaison

Substitution dans un équivalent

Propriété
Soient f et g définies sur | et équivalentes en a. Si u : A — | et telle que lim;_,, u(t) = a,
alors f(u(t)) et g(u(t)) sont équivalentes en c.

Application : Déterminer les équivalents des fonctions suivantesen 0 :

0 esint —1
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Relations de comparaison

Substitution dans un équivalent

Propriété
Soient f et g définies sur | et équivalentes en a. Si u : A — | et telle que lim;_,, u(t) = a,
alors f(u(t)) et g(u(t)) sont équivalentes en c.

Application : Déterminer les équivalents des fonctions suivantesen 0 :

n esint —1
Correction : u(t) =sint, f(x) =e*—1Tetg(x)=x.0Onaf v8 et t“r% u(t) = 0donc
%

f(u(t)) ~ 8(u(t). Finalement, 5"t — 1 v sint.
@ In(cos(t))
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Relations de comparaison

Substitution dans un équivalent

Propriété
Soient f et g définies sur | et équivalentes en a. Si u : A — | et telle que lim;_,, u(t) = a,
alors f(u(t)) et g(u(t)) sont équivalentes en c.

Application : Déterminer les équivalents des fonctions suivantesen 0 :

n esint —1
Correction : u(t) =sint, f(x) =e*—1Tetg(x)=x.0Onaf v8 et t“r% u(t) = 0donc
%

f(u(t)) ~ 8(u(t). Finalement, 5"t — 1 v sint.
@ In(cos(t))

Correction : On a In(cos(t)) = In(1 + cos(t) — 1). Posons u(t) = cos(t) — 1. Alors,
lim¢_,o u(t) = 0. De plus, In(1 + y) ray. Dong, In(1 + u(t)) ¥ u(t). Ainsi,

In(cos(t)) ¥ cos(t) — 1.

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 25/110



Relations de comparaison

Opération sur les fonctions équivalentes

Si au voisinage de a on a
D fr ~g1etg ~ g alors fy ~ g, en a (transitivité).
@ Sif) ~ g1 etf, ~ g, alors fif, ~ g182 en a (produit).

© Sif, ~ g1 etf, ~ g, etsiaucune de ces fonctions ne s‘annule sur I\a alors

A&
fra8

@ Sig = o(f) au voisinage d'un pointa € I, alors f + g ravf.

@ Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle | et a € I. Si f ~8 alors f = O(g)
au voisinage de a.

v
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Relations de comparaison

Application

Déterminer un équivalent de f au voisinage de +oo définie sur R*. par
L
f(x) = ex2 _ X+ 1)2_
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Relations de comparaison

Application

Déterminer un équivalent de f au voisinage de +oo définie sur R*. par
1 1

f(x) = ex? _e(x+1)%

Correction: On a

1 1 1 —2x—1
Vx € R, f(x) = ex? 1Toe(x+1)2 X2 | _oxZ [ _eX?(x+1)?
—2x -1
_ox — Y _ox — _
Or1—e ~yet lim L:O.Doncﬂ—exz()“”) NLN—Z.De
0 x—rto00 X2(X + 1)2 oo X2 (x 4 1)% +oo X3
x 2
X2 ~ . . ~ _=
plus, e +oo1'AmS|’f(X)+oo 3

JAD DABAGHI
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Relations de comparaison

Application

Déterminer un équivalent en 0 de In(sin(x))

Correction :
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Relations de comparaison

Application

Déterminer un équivalent en 0 de In(sin(x))
Correction: Ona

In(sin(x)) = In <x5i")gx)> = In(x) + In <Si”(X)> .

X
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Relations de comparaison

Application

Déterminer un équivalent en 0 de In(sin(x))
Correction: Ona

In(sin(x)) = In <x5i")gx)> = In(x) + In <Si”(X)> .

X

In (Sin)gx)> =o(In(x)) car Ji—r>no <In2x) In <sin)§X)>> =0.

Or
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Relations de comparaison

Application

Déterminer un équivalent en 0 de In(sin(x))
Correction: Ona

In(sin(x)) = In <x5i")gx)> = In(x) + In <Si”(X)> .

X

In (Sin)gx)> =o(In(x)) car Ji—r>no <In2x) In <sin)§X)>> =0.

In <Si”)gx)) +In(x) ~ In(x),

Or

Donc
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Relations de comparaison

Application

Déterminer un équivalent en 0 de In(sin(x))
Correction: Ona

In(sin(x)) = In <x5i")gx)> = In(x) + In <Si”(X)> .

X

T () ot oty (o () o
oo In <Smx(x)) + In(x) ¥ In(x).
Ainsi

In(sin(x)) ¥ In(x).
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Relations de comparaison

Remarques importantes

@ Composition d'équivalents : Sif ~ g on ne peut rien dire a prioride uof etuog.
Exemple : Soientf : R — R et g : R — R définies par

f(x)=x et gx)=x+vVx=f(x) 2. 8() mais /) = o(e81))
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Relations de comparaison

Remarques importantes

@ Composition d'équivalents : Sif ~ g on ne peut rien dire a prioride uof etuog.
Exemple : Soientf : R — R et g : R — R définies par

f(x)=x et gx)=x+vVx=f(x) 2. 8() mais /) = o(e81))

@ Somme d'équivalents : Si uy ~ uy et vy ~ v, alors uy + vy o Uy + vs.

Exemple:

u(x) = sin(2x) + cos(x) — 1.

Ona 5
. . . . N T P { foi
sin(y) 5 y et JanZX—O = sin(2x) 5 2x  cos(x) — 1 = —2sin (2) N,

Or

x—0 2X 2X 2x
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Développements limités

Formules de Taylor
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Développements limités

Introduction

Les formules de Taylor constituent des outils trés intéressants dans I'étude de
fonctions. Elles permettent

@ dapprocher une fonction localement par des polyndmes (Taylor-Young)

@ d'approcher une fonction globalement par des polyndmes et de déduire une
expression sur le reste (Taylor reste-intégral)
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Développements limités

Formules de Taylor

Theorem (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soient | un intervalle et a, b € I. Supposons que a < b. Si f € "' (/) alors :

n Mk b _ \n
10) =Y C P 0@+ [T E g ar

k=0

-

D reste
polynéme
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Développements limités

Formules de Taylor

Theorem (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soient | un intervalle et a, b € I. Supposons que a < b. Si f € "' (/) alors :

n Mk b _ \n
10) =Y C P 0@+ [T E g ar

k=0

-

D reste
polynéme

2
Application : Montrez que Vx € [—m, 7], cos(x) > 1 — X?
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Développements limités

Formules de Taylor

Theorem (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soient | un intervalle et a, b € I. Supposons que a < b. Si f € "' (/) alors :

n Mk b _ \n
10) =Y C P 0@+ [T E g ar

k=0

-

D reste
polynéme

2
Application : Montrez que Vx € [—m, 7], cos(x) > 1 — X?

Correction : Formule de Taylor avec reste intégral a la fonction cos a l'ordre 2 :

2k X (v $)2 2 X (v )2
cos(x) = Z % cos(0) + /0 (x Zt) cos®(t)dt =1 — x +/0 ) sin(t)dt > 0.
k=0 "
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Développements limités

Formules de Taylor

Theorem (Inégalité de Taylor Lagrange)

Soit f une fonction de classe C"+" sur I. Si M majore [f("*+")| sur le segment [a, b], on a :

‘f(b 5 -af a) o )‘ gl —ar!

(n+ 1)

formule donne des informations sur l'erreur d'approximation polynomiale!
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Développements limités

Formules de Taylor

Theorem (Inégalité de Taylor Lagrange)

Soit f une fonction de classe C"+" sur I. Si M majore [f("*+")| sur le segment [a, b], on a :

‘f(b 5 -af a) o )‘ ylb =

(n+ 1)

formule donne des informations sur l'erreur d'approximation polynomiale!

¥3
6

4

Exercice : Montrer que Vx € R, < 24

sin(x) —x + —
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Développements limités

Correction : On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 3 a la fonction sinus
de classe C* sur R et vérifiant Vn € N, sup,cg ]f(”)(x)] <1.

3 Xk .
sin(x) ~ > 7 F9(0)| =

k=0

3 4
sin(x) — x — %

X% _ x

< = .
- A4l 24
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Développements limités

Formules de Taylor

Theorem (Formule de Taylor-Young)

Si f est une fonction de classe C" sur |, il existe une fonction e définie sur | telle que :

vx e, f(x) = Z(X ) f0(a) + (x—a)e(x) avec lim e(x) =

kO

<:>f(X)=Z

k=0

G 9 40 a) 4 o((x - )

Formule trés importante! Elle permet de déterminer le développement limité de f a
l'ordre n.

Mais... peu commode en pratique...
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Développements limités

Applications

@ Développement limité de x — e* au voisinage de 0.
Correction : La fonction x — e* est de classe C*. La formule de Taylor-Young

donne
2 X3 n

B X X .
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Développements limités

Applications

@ Développement limité de x — e* au voisinage de 0.
Correction : La fonction x — e* est de classe C*. La formule de Taylor-Young

donne
2 X3 XN

i X n

@ Développement limité de x — cos(x) au voisinage de 0.
Correction : La fonction x — cos(x) est de classe C*. La formule de Taylor-Young

donne
X o0y X i) 2 eoc®(0) = X o n
cos(x) =1 + 9 cos (O)+jcos (O)+§cos (O)—I—Ecos (0) +---+o(x")
XZ X4 nXZn on
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Développements limités

© Développement limité de x — sin(x) au voisinage de 0.
Correction : La fonction x — sin(x) € C*. La formule de Taylor-Young donne

. X2 5 3 3 X"
sin(X) = ﬂ sin’(0) + 51 sin(2)(0) + 30 sin®(0) + -+ i sin((0) + o(x™)
x3 X
xR 1)
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Développements limités

© Développement limité de x — sin(x) au voisinage de 0.
Correction : La fonction x — sin(x) € C*. La formule de Taylor-Young donne

X2 x3 X"
sin(X) = ﬂ sin’(0) + 51 sin(2)(0) + 30 sin®(0) + -+ i sin((0) + o(x™)
X3 X5 n 2n+1
= ? + g + - ( 1) O(X )

@ Développement limité de (1 +x)*oux > —1eta eR.
Correction : La fonction x — (1 + x)* est C* sur ] — 1, +oc[. La formule de
Taylor-Young donne

2 n

(1 +x) —1+ax+a(a—1)7 --+a(a—1)~--(a—n+1)%+0(x’7)
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Développements limités

Développements limites
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Développements limités

Développements limités

Une fonction f admet un développement limité I'ordre n au voisinage de 0 s'il existe
desreels ag, a1, - - -, an et une fonction e définie sur Dy tels que :

Vx € Dy, f( Z ax* +x"(x) avec lime(x) = 0.
—— x—0
\ , Reste

Partie réguliere

Remarque : Ecriture équivalente :

n
=> x4+ o(x”
k=0
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Développements limités

Quelques exemples

@ f:]—1,1— R définie par
f)=x—x>4+2x3+x3In(1 +x)
admet un DL a l'ordre 3 en O car

vx el — 1,1, f(X) =x — x> +2X° +x3¢(x) avec e(x) =In(1+X) —0
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Développements limités

Quelques exemples

@ f:]—1,1— R définie par
f)=x—x>4+2x3+x3In(1 +x)
admet un DL a l'ordre 3 en O car

vx el — 1,1, f(X) =x — x> +2X° +x3¢(x) avec e(x) =In(1+X) —0

@ Si une fonction f est de classe C" sur un intervalle contenant 0O, alors la formule
de Taylor-Young prouve qu'elle admet un développement limité a I'ordre n en 0
qui s‘écrit :

n_£(k)
fo = > T O o0,
k=0
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Développements limités

Propriété (Unicité du DL)
Si f est une fonction pour laquelle il existe deux (n + 1)-listes de réels (ag,a, -
(bo, b1, -, bp) vérifiant :

f) =

-+ ,0p) et
Zakx +o(x") et f(x)= Zbkx + o(x™),
k=0
alors
(GOaa'I?' : ,an) = (b05b1a"' 7bn)-
JAD DABAGHI

Dérivation et Intégration
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Développements limités

Parité et développements limités

Propriété

Si f admet en 0 un DL & l'ordre n dont la partie réguliére est P(x) = S j_o axxX.
 Sif est paire, alors P(x) ne contient que des puissances paires de x.
 Sif estimpaire, alors P(x) ne contient que des puissances impaires de Xx.
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Développements limités

Parité et développements limités

Propriété

Si f admet en 0 un DL & l'ordre n dont la partie réguliére est P(x) = S j_o axxX.
 Sif est paire, alors P(x) ne contient que des puissances paires de x.
 Sif estimpaire, alors P(x) ne contient que des puissances impaires de Xx.

Démonstration : f admet un DL & l'ordre n en 0 donc f(x) = S"7_o axx* + o(x")
n
f est paire : x € Vo, f(x) =f(—x) = > _ ax(=1)*x* + o((—x)").
k=0
Unicité duDL: V1 < k <n, a,(-1k = ay.

le polyndme P ne contient que des puissances paires de x.
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Développements limités

Développements limités en 0 des fonctions élémentaires

2 n
X X X
Tt ot o)

Fonction exponentielle: e* =1 + TRET

14

12 H

10 H
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Développements limités

2 X4 X2n

. : X
La fonction hyperbolique ch:ch(x) =1+ % + — + ... + + o(x*™ T
21 T ai (2n)!
7 .
—+—ch(z)
6 —a—1 B
—0—1+%2
5r +1+f_2:+%z . 1
14T
al 2 4! 6! |
3, 4
2 |- 4
1 i ! * 4
3 -2 1 0 1 2 3
X
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Développements limités

X

La fonction hyperbolique sh : sh(x) = x + = +

JAD DABAGHI

2

-4

-6

3 x5

3 T T

x2n+1 242
T en o)

S

Rl

Dérivation et Intégration
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Développements limités

X3 X5 2n+1
(2n+1)!

La fonction sinus :sin(x) =x — =~ + = + .- + (=1)"=——— + o(x*"*?)
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Développements limités

XZ 4 XZn

La fonction cosinus :cos(x) =1 — = + —— + .- + (—1)”(2n)I + o(x?"*?)

Al-5+y
25 I I T T I
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Développements limités

La fonction x — In(1 +Xx) :

XZ X3 n—1Xn n
In(1 +x)_x—5+§+---+(—1) F%—o(x)

Pour « un réel quelconque, la fonction x — (1 +x)*:

(1+x)% =1 +ax+O‘(O‘ZTUXZ+---+a(a_1)"l'7|(a_n+1)X”+0(X")

La fonction x — 1— :
1T—x

n
= A ol
k=0
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Développements limités

Application

Déterminer le DL a I'ordre 3 au voisinage de 2 de f définie sur R* par f(x) = -
Correction:
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Développements limités

Application

Déterminer le DL a I'ordre 3 au voisinage de 2 de f définie sur R* par f(x) = -
Correction:

@ Transformation de I'expression

f(x)2+)1(212< )1(2>

1+2
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Développements limités

Application

Déterminer le DL a I'ordre 3 au voisinage de 2 de f définie sur R* par f(x) = )1—(
Correction:

@ Transformation de I'expression

1 1 1
f(x)—2+x—2_2< x—2>'
1+
2
@ Changement de variable. On pose h = x — 2. Alors h tend vers 0 au voisinage de 2.
1 1 1
_ |
f(x) 5 7 DL de Tru en 0!
143
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Développements limités
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Développements limités

1
DL en _—
(3] e Odeu'_>1+u

—— =1—u+u? - +o(d).
1T+u
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Développements limités

1
DL en _—
(3] e Odeu'_>1+u

1
—— =1—u+u? - +o(d).
1T+u

@ On remplace u par g —0:

1 1 _1 ’|_Q_|_h72_h73+0 E
2\1+8) 2 2 4 8 8))"
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Développements limités

1
DLen O de —
(3] Ul—>1+u

1—=1—u+u2—u3+o(u3).
14+u
h
@ On remplace u par 5 0:
1 1 _1 ’|_Q_|_h72_h73+0 E
2\1+14 -2 2 4 8 8 ‘

© DLdef auvoisinagedex =2(h=x—-2—0):

—_
—_—

o\ 3
-} e o e o((5)
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Développements limités
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Développements limités

0 Simplification des termes négligeables :

o((ngf>=o«x—a%
car
. <<x22>3> _ <x;2>36<x;2) vec mg(xf) 0

= (x—2)%e1(x) avec eq(x)= T (*22) ou iim e1(x)=0
8 2 X—2

= o((x~ 2)%)

Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 51/110
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Développements limités

0 Simplification des termes négligeables :

0 ((X;2)3> ~ o((x~2)?)
car
. <<x£2>3> _ <x;2>36<x;2) vec mg(xf) 0

! (x—Z) ol limeq(x)=0

= (x=2=1(x) avec 1(x) = ge (= x—2
=o((x —2)%)
@ Conclusion:
F) =5 = 402+ gl -2 -2 o (x 27

Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 51/110
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Développements limités

Dérivabilité et développement limité

Propriété

Soit f une fonction définie sur Dy. Alors f est continue en xq si, et seulement si, f admet un
DL a l'ordre 0 en xq. Précisément, dans ce cas, au voisinage de xg

f(x) = f(xo) + 0(1).

JAD DABAGHI
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Développements limités

Dérivabilité et développement limité

Propriété
Soit f une fonction définie sur Dy. Alors f est continue en xq si, et seulement si, f admet un
DL a l'ordre 0 en xq. Précisément, dans ce cas, au voisinage de xg
f(x) = f(x0) +o(1).
Démonstration : (=) Si f est continue en Xg : limy_,x, () = f (o).
On définit e par e(x) = f(x) — f(xo). Alors limy_,o (x) = 0. Ainsi, au voisinage de xq
() =f(x0) +x° x =(x) avec lim e(x) =0 = f(x) = f(xo) + 0(1).
0

JAD DABAGHI
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Développements limités

Dérivabilité et développement limité

Propriété
Soit f une fonction définie sur Dy. Alors f est continue en xq si, et seulement si, f admet un
DL a l'ordre 0 en xq. Précisément, dans ce cas, au voisinage de xg
f(x) = f(x0) +o(1).
Démonstration : (=) Si f est continue en Xg : limy_,x, () = f (o).
On définit e par e(x) = f(x) — f(xo). Alors limy_,o (x) = 0. Ainsi, au voisinage de xq
() =f(x0) +x° x =(x) avec lim e(x) =0 = f(x) = f(xo) + 0(1).
0

(<) sif admetun DL a l'ordre 0 en xg : f(X) = ag + £(x) oU limy_,x, = ¢(x) = 0. Alors

lim f(x) =ap = fcontinueenxg
X—Xp

JAD DABAGHI
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Propriété

Développements limités

f est dérivable en xq si, et seulement si, f posséde un DL a l'ordre 1 en xq. Dans ce cas
lim
X— X

Of(X) = f(Xo0) +f'(X0)(X — Xo0) 4 0(X — Xo)-

JAD DABAGHI

Dérivation et Intégration
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Propriété

Développements limités

Jim ) =
Démonstration : (
On pose :

e(x) =

f est dérivable en xq si, et seulement si, f posseéde un DL a l'ordre 1 en xq. Dans ce cas

f(xo0) +f'(x0)(x — Xo) + 0(x — Xo)
) Si f est dérivable en xq alors limy_,y,

f(x) —f(xo)

X —Xo

Onaf(x) =

—f'(x0) si xeDf\{x}

I|_)r‘§1(0 e(x) =0.

JAD DABAGHI

et
f(x0) + (x — x0)f'(X0) + (X — X0)e(x). Alors, f admet un DL a l'ordre 1 en xg

Dérivation et Intégration
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Développements limités

Propriété

f est dérivable en xq si, et seulement si, f posséde un DL a l'ordre 1 en xq. Dans ce cas :

lim f(x) = f(Xo0) + f'(Xo)(X — Xo0) + 0(x — Xo).

X—Xo

Démonstration : (=) Si f est dérivable en xq alors limy_,y, [0)=1(x0) = f'(xo)-
On pose :

e(x) = f(X))( {((XO) —f'(x0) si xeDf\{xo} et I|_>r§1(05(x) 0.
On af(x) =f(xo) + (x — xo)f'(Xo0) + (X — Xp)e(x). Alors, f admet un DL a l'ordre 1 en xo.
(<) Sif admetun DL a l'ordre 1 en xp :

f(x) = ao + a1 (x — xo) + 0(x — xo) = lim [0 =100) _
X—Xo X —Xo

alors f est dérivable en xq et f'(xg) = 0;.
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Développements limités

Opérations sur les développements limités

Remarque:
La formule de Taylor-Young permet de calculer le DL d'une fonction en un point.

Pas toujours le bon choix!

Exemple : DL a l'ordre 5 au voisinage de 0 de

1
14+ x

f(x) = sin(x)e*

Calcul des dérivées successives trés colteux!

Alternative : Opérations élémentaires pour calculer des DL
@ somme
@ produit, quotient
© composition

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 54/110



Développements limités

Somme de Développement limités

Propriété

Soient f et g deux applications de D dans R admettant en 0 des DL a l'ordre n :
fx) =P(x) +o(x") et g(x)=Q(x)+o(x").
Alors, le DL de f + g en O est: f(x) + g(x) = P(x) + Q(x) + o(x").
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Développements limités

Somme de Développement limités

Propriété

Soient f et g deux applications de D dans R admettant en 0 des DL a l'ordre n :
fx) =P(x) +o(x") et g(x)=Q(x)+o(x").
Alors, le DL de f + g en O est: f(x) + g(x) = P(x) + Q(x) + o(x").

Démonstration : || existe des fonctions ¢ et e, définies sur D telles que :
Vx €V, f(X) = P(x)+x"e1(x) avec “nB e1(x)=0
X—

Vx € Vg, g(X) = Q(x)+x"ex(x) avec “"2) e2(x) = 0.
X—

= Vx € Vo, f(x) +8(x) = P(x) + Q(X) +x"e(x) ou e(x)=e1(x) +e2(x) = 0.
JAD DABAGHI Dérivation et Intégration



Développements limités

Application

Déterminer le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f

définie sur R\ {1} par f(x) = %( — e~
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Développements limités

Application

Déterminer le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f
définie sur R\ {1} par f(x) = o e~.

1—x
Correction : Au voisinage de 0
1
=] + x4+ x> +x3+0(x3)
et 5 5
X< X
C=T+x+S 4+ +o(x3).

Par somme de développements limités on obtient au voisinage de 0

f(x) = —%XZ + gx3 +0(x3).
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Développements limités

Produit de Développements limités

Propriété
Soient f et g deux applications de D dans R admettant en 0 des DL a l'ordre n :

f(x) =P(x)+o(x") et g(x)=Q(x)+o(x").
Alors, la fonction fg admet au voisinage de O un DL a l'ordre n qui sécrit :
f(x)g(x) = R(x) + o(x")

ol R est le polynéme obtenu en ne gardant, dans le produit PQ, que les termes de
degré inférieur ou égal a n.
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Développements limités

Démonstration :

fx)gx) = (P(x)+x"e1(x)) (Q(X) + x"e2(x))
= P(X)Q(x) + X" (1(x)Q(x) + £2(X)P(x) + X &1 (x)e2(X)) -

Soit R le polyndme obtenu en ne gardant dans le produit PQ que les termes de degré
inférieur ou égal a n. Alors

VX € Vg, P(X)Q(X) = R(x) + x™T(x) ou deg(T)<n—1.
Donc

Wx € Vo, f()8(x) = R(x) +x"T(x) + X" (21 (X)Q(X) + £2(x)P(x) + X1 (x)e2(x))

=e(x)—0

Ainsi, fg admet R comme DL a l'ordre n au voisinage de 0.
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Développements limités

Application

cos(X)

VT+x

Déterminer le DL a I'ordre 3 en 0 de g définie sur] — 1, +oo[ par g(x) =

Correction :
@ DLenOdex — cos(x) al'ordre 3
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Développements limités

Application

cos(X)

VT+x

Déterminer le DL a I'ordre 3 en 0 de g définie sur] — 1, +oo[ par g(x) =

Correction :
@ DLenOdex — cos(x) al'ordre 3

2

cos(x) = 1 — % +003) = P(x) + o)
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Développements limités

Application

cos(X)

VT+x

Déterminer le DL a I'ordre 3 en 0 de g définie sur] — 1, +oo[ par g(x) =

Correction :
@ DLenOdex — cos(x) al'ordre 3

2

cos(x) = 1 — % +003) = P(x) + o)

® DLenOdex —
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Développements limités

Application

cos(X)

VT+x

Déterminer le DL a I'ordre 3 en 0 de g définie sur] — 1, +oo[ par g(x) =

Correction :
@ DLenOdex — cos(x) al'ordre 3

2

cos(x) = 1 — % +003) = P(x) + o)

® DLenOdex —

T 1o, 1 3,5 5 5 3y _ 3
mf(1+x) 2 =1 2X+8X T +0o(x) = Q(x) + o(x>)
© DL de g obtenu en ne gardant dans le produit que les termes de degré < 3.
IR IV - B 3
gx)=1- >X — g% X + o(x°).
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Développements limités

Application

Déterminer le DL a l'ordre 4 en 0 de la fonction g définie sur] — 5, 7[ par g(x) =

cos(X)
Correction: Ona

g(x) = =7 i) ou u(x)=1-cos(x) — O.

X—1
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Développements limités

Application

Déterminer le DL a l'ordre 4 en 0 de la fonction g définie sur] — 5, 7[ par g(x) =

cos(X)
Correction: Ona

gx) = cog(x) = - 1U(X) ou u(x) =1 — cos(x) = 0.

©® ucc>(] -3, 3[) donc par Taylor-Young, u admet un DL a l'ordre 4 en 0.
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Développements limités

Application

Déterminer le DL a l'ordre 4 en 0 de la fonction g définie sur] — 5, 7[ par g(x) =

cos(X)
Correction: Ona
1 1 .
g(x) = os() ~ T=u() ou u(x)=1— cos(x) Pué 0.

@ uecC>(-75,%[) donc par Taylor-Young, u admet un DL a l'ordre 4 en O.

272
@ La fonction x — cos(x) admet en O le DL a l'ordre 4 :
x> x4 4
cos(x) =1 —§+ﬂ+o(x )
Donc 5 A
_X X ot
1 — cos(x) = > " 52 o(x™)
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Développements limités
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Développements limités

© la fonction u — admetle DLalordre4enO:

1
1T—u
1

ﬁ:1+u+u2+u3+u4+o(u4).
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Développements limités

© la fonction u — admetle DLalordre4enO:

1
1T—u
1

ﬁ:1+u+u2+u3+u4+o(u4).

@ On utilise la regle du produit de DL :

,  x
(1 —cos(x))” = 7T o(x*)
D'ou X .
X 5x
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Développements limités

Intégration des développements limités

Propriété
Soit I un intervalle contenant O et f : | — R une fonction continue possédant en O un DL a

lordre n qui vaut Y";_, ayxX. Si F est une primitive de f, alors elle admet un DL & l'ordre
n+1en0quiest:

n
a
FO) +> ﬁxk“.
k=0

Remarque : Tres pratique pour retrouver le DL d'une fonction dont on connait la
primitive (x — arctan(x), x — In(1 4 x), etc...).
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Développements limités

Applications

Ecrivons le DL a l'ordre n de

1
. 1+x
Correction: :

1 2 _a\nyn n
T x T—Xx+x"+---+(=1)"x" +o(x").

Or x — In(1 + x) est une primitive de x — 11—|-X
Donc, le DL de x — In(1 + x) est

2 X3 Xn+1

L (qy
In(14+x) =x=%+ 5+ +(-1)
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Développements limités

Application

Ecrivons le développement limité a l'ordre n de 1

. +x2°
Correction:

142)(2 =1 — x>+ x4+ (=1)"™x*" 4 o(x*").

1 -
Orx — T2 est une primitive de x — arctan(x).
Ainsi, le développement limité de x — arctan(x) est donné par

arctan(x) = x ° +X5 +--+
r n — [ J—
3 5

X2n+1

(=1 (2n+ 1)1
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Développements limités

Recherche déquivalents

Propriété

Si f admet en xo un DL d'ordre n dont la partie réguliére est : ZZZP ax(x — xo)K avec ap # 0.
alors :

f0) 5 ap(x — X0
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Développements limités

Recherche déquivalents

Propriété

Si f admet en xo un DL d'ordre n dont la partie réguliére est : ZZZP ax(x — xo)K avec ap # 0.
alors :

f0) 5 ap(x — X0

Démonstration : )
f)=>"ar(x — xo0)* + o((x — x0))
k=p
et

X a a a
f(—):']_|_p_+1(x_xo)+p_+2(x_xo)2_|_..._|_ n+p
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Développements limités

Exercice

Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction f définie sur R par
f(x) =x (1 + cos(x)) — 2 tan(x).

Correction : :
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Développements limités

Exercice

Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction f définie sur R par
f(x) =x (1 + cos(x)) — 2 tan(x).

Correction : :

® f(—x) = —f(x) = f estimpaire. La partie réguliére du DL de f ne contient que des
puissances impaires de x.
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Développements limités

Exercice

Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction f définie sur R par
f(x) =x (1 + cos(x)) — 2 tan(x).

Correction : :

® f(—x) = —f(x) = f estimpaire. La partie réguliére du DL de f ne contient que des
puissances impaires de x.

@ DLen 0 a l'ordre 3 de x — cos(x)

2

cos(x) = 1 — % +0(x4)
3

—x(1+ cos(x)) = 2x — % +x0().
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Développements limités
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Développements limités

© Simplification des termes négligeables :

xo(x®) = xx3e(x) avec lim e(x) =0.
x—0

= x%(x) avec lime(x)=0.
x—0
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Développements limités

© Simplification des termes négligeables :
xo(x®) = xx3e(x) avec lim e(x) =0.
x—0

=X"e(x) avec lime(x)=0.
x—0

® DLen 0 al'ordre 3de x — x(1 + cos(x))
3

X (1 + cos(x)) = 2x — % +o(x%).
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Développements limités

© Simplification des termes négligeables :

xo(x®) = xx3e(x) avec lim e(x) =0.
x—0

= x%(x) avec lime(x)=0.
x—0

= o(x*)

® DLen 0 al'ordre 3de x — x(1 + cos(x))
3
X (1 + cos(x)) = 2x — % +o(x%).
) 1 . Y .
O tan(x) = sin(x) x cos(X)’ Le DL de x + sin(x) a l'ordre 4 est :
3
sin(X) =X — 37 + o(x%).
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Développements limités
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Développements limités

1
Transformation —
6 u - T—u

1 1 1
cos() ~ T—(1 —cos()) ~ T—upn VeC ulx)=1-cosx)
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Développements limités

1
Transformation —
6 u - T—u

1 1 1
cos() ~ T—(1 —cos()) ~ T—upn VeC ulx)=1-cosx)

est: - =1+u+u?+ud+o(u3).

@ Or le DL a l'ordre 3 au voisinage de 0 de T4 T —
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Développements limités

1
Transformation —
6 u - T—u

1 1 1
cos() ~ T—(1 —cos()) ~ T—upn VeC ulx)=1-cosx)

1_uest:1%11:1+u+u2+u3+o(u3).

@ Orle DL a l'ordre 3 au voisinage de 0 de

® Ainsi, le DL de x COJ(X) est donné par
1
cos(x) =14 (1 —cos(x)) + (1 — cos(x))? + (1 — cos(x))® + o((1 — cos(x))?)

2

_ X22 o) 1 <X22 B o(X4)> i <X22 _ o(x4))3 +0 <<X22 — O(x4)>3> .
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Développements limités
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Développements limités

© DL d'un produit : on ne garde que les termes de degré < 3.
(1 — cos(x))? = —x20(x3) + (0(x3))? = —o(x°) + 0(x®) = o(x°).

(1 — cos(x))® = o(x).
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Développements limités

© DL d'un produit : on ne garde que les termes de degré < 3.
(1 — cos(x))? = —x20(x3) + (0(x3))? = —o(x°) + 0(x®) = o(x°).

(1 — cos(x))® = o(x).

@ Simplification des termes négligeables,
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Développements limités
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Développements limités

® DLde x — al'ordre 3

cos(x)

1 x?
=1+= )
cos(X) * 2 + o)

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 70/110



Développements limités

® DLde x — al'ordre 3

cos(x)

1 x?
=1+= )
cos(X) * 2 + o)

@® On obtient alors le DL a l'ordre 3 de x — tan(x)

tan(x) = (x — );j + o(x4)) (1 + XZZ + 0(X4)>

DL sin DL 1/cos

e
tan(X) =X — 5 + o(xh).
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Développements limités
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Développements limités

@® DL au voisinagedeOdef:
DL f(x) = DL{X(1 + cos(x))} + DL{—2tan(x)}
= <2x — X; - o(x4)> -2 <x - );3 + o(x4)>

3
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Développements limités

@® DL au voisinagedeOdef:
DL f(x) = DL{X(1 + cos(x))} + DL{—2tan(x)}
= <2x — X; - o(x4)> -2 <x - );3 + o(x4)>

3

@ EquivalentdefenO:
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Développements limités

Etude de tangentes

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 72/110



Développements limités

Etude de tangentes

DL d’'ordre 1 : f est dérivable en xq ssi f admet un DL a l'ordre 1 en xq. Alors f posséde
une tangente T en xp. La position de C; par rapport a T est donnée par le signe de

f(X) = f(xo0) — (x = x0)f'(X0)
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Développements limités

Etude de tangentes

DL d’'ordre 1 : f est dérivable en xq ssi f admet un DL a l'ordre 1 en xq. Alors f posséde
une tangente T en xp. La position de C; par rapport a T est donnée par le signe de

f(x) = f(xo) = (x = Xo)f'(Xo)
DL d'ordre 2 : Si f possede en xo un DL d'ordre 2. Alors
f(X) = a0 + (x —X0)a1 + (x — x0)?az + o((x — x0)?) avec ay #0.
Alors la tangente est la droite d'équation T, = ag + a1(x — Xo) et, au voisinage de xo, la
position de Cr par rapport a T, est donnée par le signe de a,, car :
f(¥) = (@0 + a1(x = x0)) = (x — X0)?a2 + o((x — X0)?)

~ a;(X — Xo)°.
Xo
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Développements limités

DL d'ordre p : Si f possede en xo unDLaunordrep > 2:
f(x) = a0+ a1(x —Xo0) + @2(x —X0)* + -+ ap(x —X0)’ + 0((x —x0)’) avec @, #0

On note k le degré du premier coefficient non nul dans le DL a partir du degré 2 et on
note a, son coefficient.

* Sik est pair et a, > 0 alors la courbe est au dessus de sa tangente.
* Sik est pair et ax < 0 alors la courbe est en dessous de sa tangente.

* Si k estimpair et a, > 0 alors la courbe traverse sa tangente en passant au
dessus.

e Si k estimpair et a, > 0 alors la courbe traverse sa tangente en passant en
dessous.
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Développements limités

Application

f : R — R définie par f(x) = 1+ex Déterminer la position de la tangente a Cr en 0.

Correction:
© Transformation en DL usuel
1 1 1 eX—1
f(x)= e 1) " 20 1up)) V€ ux) = ——

® DLdeu+ (1+u)""en0alordre3en0

M+uw) ' =1—u+u?—u3+o(ud).

e DLdex—e*enOalordre3en0
2 3
e =1 +x+%+%+o(x3).
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Développements limités

-1 x x2 X3
> =3t gt to)

@ Reégle du DL d’un produit :

Alors, u(x) =

u?(x) = )j+)f+o( 3 et u3(x):):+o(x3)
© DLdefenO:
f(x): 1erix +o(x3)

48
0 Equation de la tangente a f au pomt 0:

1 1
8(x) = 25Xt 3
@ Signedef —g:

1 1 3
f(x)—gkx) = Ex +o(x )F@X >0 pourx>0
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Développements limités

lllustration graphique

15

le

0.5

fonction f et sa tangente
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Calcul d'intégrales

Calcul d'intégrales

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 77/110



Calcul d'intégrales

Primitives et intégrale d'une fonction continue

Definition

Soit f € C°(/,R). On appelle primitive de f sur / toute fonction de / dans R, dérivable
sur / et dont la dérivée est égale a f.

Exemples:
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Calcul d'intégrales

Primitives et intégrale d'une fonction continue

Definition

Soit f € C°(/,R). On appelle primitive de f sur / toute fonction de / dans R, dérivable
sur / et dont la dérivée est égale a f.

Exemples:

* f:R — R définie par f(x) = x2. Alors g : R — R définie par g(x) = x> est
dérivable sur R et g’'(x) = f(x).
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Calcul d'intégrales

Primitives et intégrale d'une fonction continue

Definition

Soit f € C°(/,R). On appelle primitive de f sur / toute fonction de / dans R, dérivable
sur / et dont la dérivée est égale a f.

Exemples:

* f:R — R définie par f(x) = x2. Alors g : R — R définie par g(x) = x> est
dérivable sur R et g’'(x) = f(x).

* f: R — R définie par f(x) = €*. Alors g : R — R définie par g(x) = e* est dérivable
sur R et g'(x) = f(x).
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Calcul d'intégrales

Primitives et intégrale d'une fonction continue

Definition

Soit f € C°(/,R). On appelle primitive de f sur / toute fonction de / dans R, dérivable
sur / et dont la dérivée est égale a f.

Exemples:

* f:R — R définie par f(x) = x2. Alors g : R — R définie par g(x) = x> est
dérivable sur R et g’'(x) = f(x).

* f: R — R définie par f(x) = €*. Alors g : R — R définie par g(x) = e* est dérivable
sur R et g'(x) = f(x).

° f:Rf — R} définie par f(x) = V/x. Alors g : R, — R*_ définie par g(x) = ﬁ est
dérivable sur R* et g'(x) = f(x).
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Propriété

fonctions F + X\ avec A € R.

Calcul d'intégrales

Soit f € CO(I). Si F est une primitive de f, alors l'ensemble des primitives de f sur | sont les

JAD DABAGHI
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Calcul d'intégrales

Propriété
Soit f € CO(I). Si F est une primitive de f, alors l'ensemble des primitives de f sur | sont les
fonctions F + X\ avec A € R.

Démonstration : Soit G la fonction définie sur / par
GX)=F(Xx)+X Wxel.
Alors, la fonction G est dérivable sur / et G'(x) = F'(x) = f(x).

Qe

=] = = =

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 79/110



Calcul d'intégrales

Propriété
Soit f € CO(I). Si F est une primitive de f, alors l'ensemble des primitives de f sur | sont les

fonctions F + X\ avec A € R.

Démonstration : Soit G la fonction définie sur / par
GX)=F(Xx)+X Wxel.

Alors, la fonction G est dérivable sur / et G'(x) = F'(x) = f(x).

Théoréme (Fondamental)

Soient f une fonction continue de | dans R et a un point de . La fonction F, définie par :

Fo) = | “fyde

est une primitive de f sur I. Cest 'unique primitive de f qui sannule en a.

Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 79/110
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Calcul d'intégrales

Démonstration : On prouve que F, est dérivable sur / et F, = f sur /. Soit xp € /.

Fa(X) — F, 1 X Xo

Folt) = Falto) ([ roa- [Troa) - o
X —Xo \Ja a

X —Xo
Soite > 0. Comme f est continue en xg

< sup [f(t) —f(xo)l-

te [XO 7X]

SO

In > 0Vt €]xo — 1, X0 + n[N[x0, X], [f(t) — f(xo0)] <& = S0P f(t) = f(x0)| <e.

Alors,
Fa(x) — Fa(Xo)

P (GO

Donc F, est dérivable en xg € I et F/(xo) = f(Xo).
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Théoréme

Calcul d'intégrales
Soit f € CO(I,R) et a et b deux points de I. Si F est une primitive de f sur |, on a

b
/a £(x) dx = F(b) — F(a).

Exercices : Calculer les intégrales suivantes :
o

b b
1 1
2X 2x 2b 2a
eXdx = |=e =_ (e’ —e
/a {z ] 2 ( )
(2]

/ sin(x) dx = [—cos(X)]g = 2
0
JAD DABAGHI
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Calcul d'intégrales

Méthodes de calcul de primitives
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Calcul d'intégrales

Méthodes de calcul de primitives

Théoreme (Intégration par parties)

Soit (a,b) € R?. Soient u et v deux fonctions de classe C' sur [a, b]. Alors

b b
/ (e () dt = [u(EV (D] — / U () (t) dt.

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 82/110



Calcul d'intégrales

Méthodes de calcul de primitives

Théoreme (Intégration par parties)

Soit (a,b) € R?. Soient u et v deux fonctions de classe C' sur [a, b]. Alors

b b
/ (e () dt = [u(EV (D] — / U () (t) dt.

2
Exercice : Calculer lintégrale suivante:/ In(x) dx.
1
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Calcul d'intégrales

Méthodes de calcul de primitives

Théoréme (Intégration par parties)

Soit (a,b) € R?. Soient u et v deux fonctions de classe C' sur [a, b]. Alors

b b
/ (e () dt = [u(EV (D] — / U () (t) dt.

2
Exercice : Calculer lintégrale suivante:/ In(x) dx.
1

Correction : u : x — In(x) et v : x — x. Alors u et v sont C'([1, 2]). Par la formule d'IPP
2 2 2
/ u(x)V'(x) dx = [u(x)v(x)]3 — / U (x)v(x)dx = [xIn(x)]F — / Tdx =21In(2) - 1.
1 1 1
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Théoreme (Changement de variables)

Calcul d'intégrales

Soient | et | deux intervalles de R et f € C°(I,R) et o € C'(J,/). Sia et 3 € jona:

»(B) B
/ f(t)dt = / (U)o (u) du.
o(c) &

JAD DABAGHI
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Théoreme (Changement de variables)

Calcul d'intégrales

Soient | et | deux intervalles de R et f € C°(I,R) et o € C'(J,/). Sia et 3 € jona:

»(8) B
| f0de= [ flow)ee) du
o(c) &
fondamental.

Démonstration : f < C°(/, R) donc admet une primitive F daprés le Théoreme

JAD DABAGHI

Dérivation et Intégration
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Théoreme (Changement de variables)

Calcul d'intégrales

Soient | et | deux intervalles de R et f € CO(I,R) et o € C'(J,/). Siaet 3 € Jona

) B
| f0ae= [ flew)s ) du
o(c) &
Démonstration : [ < C9(/,

©(8)
f(t)dt
w(a)

fondamental. De plus, p(«) € I et o(B) € I. Donc

R) donc admet une primitive F d'apres le Théoréme
= F((B)) = F(p()) = (Fo 9)(B) = (F o p)().
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Théoreme (Changement de variables)

Calcul d'intégrales

Soient | et | deux intervalles de R et f € C°(I,R) et o € C'(J,/). Sia et 3 € jona:

»(B) B
/ f(t)dt = / (U)o (u) du.
o(c) &

fondamental. De plus, p(«) € I et o(B) € I. Donc

w(a)

Démonstration : / < C°(/,R) donc admet une primitive F d'aprés le Théoréme
(B

)
f(O)dt = F(o(B)) — Fe(a)) = (F o @)(B) — (Fop)(a).
Or F est dérivable sur / et ¢ est de classe C' sur /. Ainsi,
©(B)
|
o(a)

JAD DABAGHI

Dérivation et Intégration

B B B
(t)dt = / (Fo ) (u)du = / F((u))¢/(u) du = / F(o(u))g'(u) du
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Calcul d'intégrales

Remarques

On a le choix :

© Trouver la fonction ¢ de classe C' sous-jacente au changement de variable.
Avantage : On voit tous les détails lors de la tranformation via la fonction ¢ et
c’est plus rigoureux. Inconvénients : Parfois un peu long.

@ On pose u en fonction de la variable primale x (par exemple) et on calcul du en
fonction de dx et on adapte les bornes. Avantage : Plus rapide. Inconvénients :
moins rigoureux.
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Calcul d'intégrales

Exercices

Calculer lintégrale suivante :

= %sinz cos u
A= [ sinu)cosu)d
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Calcul d'intégrales

Exercices

Calculer lintégrale suivante :

= %sinz cos u
A= [ sinu)cosu)d

Correction : Soit ¢ € C*°([0, 5]) définie par ¢(u) = sin(u) et f € C*°([0, 5]) définie par
f(u) = u?. Par la formule du changement de variable, on obtient

o(5) i 1
wdu= [ = dt= [ dt= 1| 21
f
©(0) 0 3 ] 3
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Calcul d'intégrales

Exercices

Calculer lintégrale suivante :

= %sinz cos u
A= [ sinu)cosu)d

Correction : Soit ¢ € C*°([0, 5]) définie par ¢(u) = sin(u) et f € C*°([0, 5]) définie par
f(u) = u?. Par la formule du changement de variable, on obtient

o(3) 1 1
Wdu= [ dt= [ 2at= 18| =1
f
#(0) 0 3 3

0

Autre rédactlon possible : on pose v(u) = sin(u). Alors dv = cos(u) du. Pour u =0
— v=0etpouru=3—v=1 Donc

12 1
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Calcul d'intégrales

Exercices

2
Calculer B = / V4 — v?udu.
-1
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Calcul d'intégrales

Exercices
2
Calculer B = / V4 — v?udu.
-1

Correction : Soit ¢ € C'([~1,2]) définie par p(u) = u? et f € C°([—1, 2]) définie par
f(v)=+v4 —v.Alors,ona

2
5= [ fe@d@au=3 [

#(2) 4

1t 12 14
(—Uﬂt)dt: 2/1 \/éﬁdt:fi [3(4t)2]1 — V3.

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration
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Calcul d'intégrales

Exercices
2
Calculer B = / V4 — v?udu.
—1

Correction : Soit ¢ € C'([—1,2]) définie par p(u) = u? et f € C°([-1, 2]) définie par
f(v)=+v4 —v.Alors,ona

©(2) 4

f(t)dt = ;/14\/ﬁdt: f% [;(403]1 = V3.

1 /2 / -
B=3 /_1f(s0(U))s0 (U)du=3 /@<—1>

Autre rédaction possible : Posons t = u? de sorte que dt = 2udu. La formule du
changement de variable donne

B:;[4¢ﬁdt:—; B(4—t)3r:\f3.
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Calcul d'intégrales

Exercices

1
Calculer € = /2 1 —t2dt.
1

Correction :
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Calcul d'intégrales

Exercices
1
Calculer € = /2 1 —t2dt.
1

Correction : Soient f et ¢ les fonctions définies sur [-1, 3] par f : t — V1 — 2 et
¢ : U sin(u). Alors f € CO([—1, 3]), et p € CT([-1, 3]).

JAD DABAGHI
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Calcul d'intégrales

Exercices
1
Calculer € = /2 1 —t2dt.
1

Correction: Soient f et ¢ les fonctions définies sur [—1, %] parf:t— V1 —tlet
¢ : U sin(u). Alors f € CO([—1, 3]), et p € CT([-1, 3]).

Formule du changement de variable

/mdt/ f(t)dt %f(())()du

:/ /1 = sin?(u) cos( du_/ Icos(u)| cos(u) du

us T
2 2
™

6

= / cos?(u) du

Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 87/110
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Calcul d'intégrales

Ainsi,
1 s
’ V1 —t2dt = /6 12 (cos(2u) + 1) du (Formule de Moivre)
1 -z
111 ©
== sm(Zu)—i—u]
2|2 _z
1(V3 2n V3 1
"2 <4+3) B
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Calcul d'intégrales

Changement de variable affine
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Calcul d'intégrales

Changement de variable affine

fonction périodique

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 89/110



Calcul d'intégrales

Changement de variable affine

fonction périodique

Propriété
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] et périodique de période T > 0. Alors

b+T
f(v)dv
+T

/ " flu)du =

a
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Calcul d'intégrales

Changement de variable affine

fonction périodique

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] et périodique de période T > 0. Alors

b+T
f(v)dv
+T

/ " flu)du =

a

Démonstration : Si f est T-périodique alors Vx € [a,b], f(x + T) = f(x).
Posons p(v) = v + T. Alors, ¢ € C'([a, b]). D'aprés le théoréme du changement de
variable

/@ fjf)f(v) dv = / " Folw)(u) du — / "fu+ Ty du = / () du.
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Calcul d'intégrales

fonction paire
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fonction paire

Propriété

Calcul d'intégrales
a a
flu)du=2 / f(u)du
—a 0

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant 0 et soit a € I. Si f est paire alors

JAD DABAGHI

Dérivation et Intégration
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fonction paire

Propriété

Calcul d'intégrales
a a
flu)du=2 / f(u)du
—a 0
Démonstration :

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant 0 et soit a € I. Si f est paire alors

JAD DABAGHI

Dérivation et Intégration
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fonction paire
Propriété

Calcul d'intégrales

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant 0 et soit a € I. Si f est paire alors

a a
flu)du=2 / f(u)du
—a 0
Démonstration :

a 0 a
_af(u)du: _af(u)du+ /0 f(u)du

-/ f(u)du—i—/of(u)du
JAD DABAGHI

Dérivation et Intégration
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fonction paire

Propriété

Calcul d'intégrales

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant 0 et soit a € I. Si f est paire alors

a a
flu)du=2 / f(u)du
—a 0
Démonstration :

Soit ¢ € C'([—a, 0]) définie par (v) = —v
JAD DABAGHI

~ f(u)du—l—/of(u)du

Dérivation et Intégration

a 0 a
_af(u)du: _af(u)du+ /0 f(u)du
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Calcul d'intégrales

Par la formule du changement de variable
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Calcul d'intégrales

Par la formule du changement de variable
»(0) 0 0 0 —a
)f(U) du= [ fleW)¢'(u)du=— [ f(-u)du=— [ f(u)du= ; f(u)du.
—a —a —a

e(-a
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Calcul d'intégrales

Par la formule du changement de variable

»(0) 0 0 0 —a
e [ fewnd@dn=- [ feodu=- [ fwdu= [

Or
»(0) 0 a —a
L J@au= / f(u)du = /0 fdu = [ @

(—a
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Calcul d'intégrales

Par la formule du changement de variable

©(0) 0 0 0 »
(—a)f(u) du = _af(‘P(u))SO,(U) du = — —af(_U) du=- —af(U) du = 0 f(u)du.
o ©) 0 a L
/g:a)f(u) du = /a f(U) du = —/O f(u) du = i f(U) du
Donc

- [ fwdu= /0 f(u) du.
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Calcul d'intégrales

Par la formule du changement de variable

©(0) 0 0 0 »
(—a)f(U) du = _af(go(u))go'(u) du = — —af(_U) du=— —af(U) du = 0 f(u)du.
o ©) 0 a L
/g:a)f(u) du = /a f(U) du = —/0 f(u) du = i f(U) du
Donc » )
- [ rwau= [ rwan
Ainsi

C; f(u)du = 2 /0 " f(u) du.
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Calcul d'intégrales

fonction impaire
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fonction impaire
Propriété

Calcul d'intégrales

" f(u)du=0

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant O et a € . Si f est impaire alors

JAD DABAGHI
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fonction impaire

Propriété

Calcul d'intégrales

(=
Ainsi,

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant O et a € . Si f est impaire alors

a
f(u)du=0
—a
Le changement de variable précédent donne

w((:) f(u)du = /a ) du = / i

—a

0
—f(—u)du = 7af(u) du.
a 0 0
- / f(u)du = / f(uydu= [ f(u)du.

0 a —a

= af(u)du =0.

JAD DABAGHI
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Calcul d'intégrales

Transformation affine sur I'élément de référence
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Transformation affine sur I'élément de référence
Propriété

Calcul d'intégrales

Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deux points de I. Alors,

b 1
/af(t)dt:(b—a)/of(a+(b—a)v)dv

JAD DABAGHI
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Transformation affine sur I'élément de référence
Propriété

Calcul d'intégrales

Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deux points de I. Alors,

b 1
/ f(t)dt = (b — a)/ fla+ (b—aw)dv
a 0
Démonstration : Soit » € C'([0, 1]) définie par

o(v)=a+(b—a)v
D'apres la formule du changement de variable
(1

»(0)

JAD DABAGHI
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) 1 1
£(t)dt = / Fe(v))¢ (v) dv = (b — a) / f(a+ (b—a))dv.
0 0
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Calcul d'intégrales

Primitives des fonctions polynémes-exponentielles
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Calcul d'intégrales

Primitives des fonctions polynémes-exponentielles

Propriété

Soit a € C* et P une fonction polynomiale. Alors la fonction x — P(x)e® a une primitive de
la forme x — Q(x)e® ou Q est une fonction polynomiale de méme degré que P.

JAD DABAGHI
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Calcul d'intégrales

Primitives des fonctions polynémes-exponentielles

Propriété

Soit a € C* et P une fonction polynomiale. Alors la fonction x — P(x)e® a une primitive de
la forme x — Q(x)e® ou Q est une fonction polynomiale de méme degré que P.

Exercice : Déterminer une primitive de la fonction f définie sur R par
f(x) =@ +3x% —x+1)

JAD DABAGHI
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Calcul d'intégrales

Primitives des fonctions polynémes-exponentielles

Propriété

Soit a € C* et P une fonction polynomiale. Alors la fonction x — P(x)e® a une primitive de
la forme x — Q(x)e® ou Q est une fonction polynomiale de méme degré que P.

Exercice : Déterminer une primitive de la fonction f définie sur R par
f(x) =@ +3x% —x+1)

Correction : f est le produit d'un polyndme de degré 3 et d'une exponentielle. On
cherche donc une primitive s'écrivant sous la forme

F(x) = €Q(x) ouQ e RaX]i.e.Q(x) =ax>+bx*+cx+d
Ona
F'(x) = e (ax® + bx? + cox + d) 4 €*(3ax? + 2bx + ¢) = f(x).
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Calcul d'intégrales

Alors on a
F'(x) = x3(ae) + x*(be* + 3ae*) + x(ce* + 2be*) + (d + c)e*
= 26"x3 + 3x%e* — xe¥ + e
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Alors on a

Calcul d'intégrales

F'(x) = x3(ae) + x*(be* + 3ae*) + x(ce* + 2be*) + (d + c)e*

= 26"x3 + 3x%e* — xe¥ + e
Par identification,

a=2
3a+b=3
c+2b= -1
d+c=1.

D'ou,
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Calcul d'intégrales

Alors on a
F'(x) = x3(ae) + x*(be* + 3ae*) + x(ce* + 2be*) + (d + c)e*
= 2e"x3 + 3x%e* — xe¥ + &
Par identification,

a=2
3a+b=3
c+2b= -1
d+c=1.
D'ou,
a=2, b=-3, ¢c=5 d=-4
Finalement

/f(x)dx:eX(2x3—3x2+5x—4)+k k eR.
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Calcul d'intégrales

Primitives d'une fraction rationnelle

Soit | un intervalle de R et soit a € R.
@ Sia¢lalors

/ ! dx=In|x—a|+k keR
X—a

@ SiaeCtelquea=a+iB (o, ) € R x R* alors sur tout intervalle | de R on a

X —«

B

/ ! dx = 15 In((Xx — @) + 3%) + farctan (

)+k, k € R.
X—a

Démonstration :
@ Trivial. Il suffit de dériver le membre de droite de I'équation.
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Calcul d'intégrales

@ Soitace Ctelquea=a+if, a R, feR*.0Ona

1T X—a B X — (o —iB) _ X—a+ip
x—a  (x=a)x-0a) (x—(a+if)x—(a=iB)) (x—a)?+p2
X—a« 1 1

—+1
(=) + 32 g 4 gy

En intégrant la derniére équation on obtient

X—«

g

X—a 2

/ ! dx—1In((X—a)2+52)+iarctan< >+k, keR
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Calcul d'intégrales

Exercice

Calculer une primitive de la fonction f définie par f(x) =

(x2 = 1)(x = 2)?
Correction :
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Calcul d'intégrales

Exercice

Calculer une primitive de la fonction f définie par f(x) =

(x> =1)(x —2)?
Correction:
Dy = |—o00, =1[U]-1,1[U]1,2[U]2, +oo]
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Calcul d'intégrales

Exercice
Calculer une primitive de la fonction f définie par f(x) = DX 27
Correction :

Dy = |—o00, =1[U]-1,1[U]1,2[U]2, +oo]

fadmet —1 et 1 comme pbles d'ordre 1, et 2 comme pdle d'ordre 2. Par le théoreme
de la décomposition en éléments simples,

-2 () 15 () -3 ) 3 ()
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Calcul d'intégrales

Exercice
Calculer une primitive de la fonction f définie par f(x) = DX 27
Correction :

Dy = |—o00, =1[U]-1,1[U]1,2[U]2, +oo]

fadmet —1 et 1 comme pbles d'ordre 1, et 2 comme pdle d'ordre 2. Par le théoreme
de la décomposition en éléments simples,

-2 () 15 () -3 ) 3 ()

Une primitive de la fonction f est donc

F(x) = %In|x—1|—1—ln|x+2|—ﬂln\x 2\—1)%+k keR
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Calcul d'intégrales

Exercice

5

Calculer une primitive de la fonction f définie par f(x) = —————
P f par f(x) X2+ x+14+1i

Correction :
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Calcul d'intégrales

Exercice

Calculer une primitive de la fonction f définie par f(x) = >

. R . X2 X4+
Correction: —jet—i+ 1 sontpdles dordre 1 de f. Par le théoreme de la

décomposition en éléments simples

1420 142
JO) =7 ~ x5
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Calcul d'intégrales

Exercice

5
Calculer une primitive de la fonction f définie par f(x) = V————
une primitive fonf Parf () = o T+
Correction: —jet—i+ 1 sontpdles dordre 1 de f. Par le théoreme de la
décomposition en éléments simples

1420 142
JO) =7 ~ x5

Une primitive de f est donnée par

Fx) = —(1 + 2i) (; In((x+ 1)% 4 1) + iarctan(x + 1) +k) keR
(1 + 2i)
2

In(x? 4 2x + 2) + (2 — i) arctan(x + 1) — k(1 + 2/).
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Calcul d'intégrales

Résultat général sur les intégrales de fractions rationnelles
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Calcul d'intégrales

Résultat général sur les intégrales de fractions rationnelles

Propriété
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = =5t
Alors une primitive de f est une combinaison linéaire des fonctions g - x — In(x*> + bx + c)

( 2x+b )
eth: xw— arctan | ———
4c — b?

= MEL o (N, pu, b, ¢) € R tel que b2 — 4c < 0.

Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 100/110

JAD DABAGHI



Calcul d'intégrales

Résultat général sur les intégrales de fractions rationnelles

Propriété

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = FE4= o (X, u, b, ¢) € R* tel que b? — 4c < 0.

Alors une primitive de f est une combinaison linéaire des fonctions g - x — In(x*> + bx + c)
2x+b )

et h : X — arctan (
4c — b?

Démonstration :
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Calcul d'intégrales

Résultat général sur les intégrales de fractions rationnelles

Propriété
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = FE4= o (X, u, b, ¢) € R* tel que b? — 4c < 0.
Alors une primitive de f est une combinaison linéaire des fonctions g - x — In(x*> + bx + c)
eth:x— arct ( 2+ b )
. arctan | ———
Véc — b?

Démonstration : On commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée du
dénominateur.
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Calcul d'intégrales

Résultat général sur les intégrales de fractions rationnelles

Propriété

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = FE4= o (X, u, b, ¢) € R* tel que b? — 4c < 0.

Alors une primitive de f est une combinaison linéaire des fonctions g - x — In(x*> + bx + c)

et h : X — arctan (ﬂ)
' Vaic— B2

Démonstration : On commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée du

dénominateur.
/f(x)dx—/de—k/de
R  Jrex2+bx+c x2 4 bx +c

_p2
/ 22X+b +/—2M 2 dx
T2 ax21bx+c R X%+ bX+cC
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Calcul d'intégrales

Alors

2x+Db A 1
/R X)dx = 2/x2+bx+c X+(M_bz)/x2+bx+cdX
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Calcul d'intégrales

Alors
2X+b A 1
/f X)dx = 2/x2+bx+c X+(“_bz)/x2+bx+cdX

/mdlen‘x%rbx#)+k=In(X2+bX+C)+k keR.
R

Or
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Calcul d'intégrales

Alors
2x+b by 1
= -y
/f X = 2/X2+bx+c et 2)/x2+bx+cdX

Or _

/2X+dx:'”‘XZJFbXJFC)+k=|n(X2+bX+C)+k k €R.

R X2+ bx+C
Par ailleurs,

AT X = = | ———d = _(Z

/Rx2+bx+c X /R(x+129)2+w2 wZ/R 2 X avec w c <2>
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Calcul d'intégrales

b
Changement de variable : ¢ € C'(R,R) tq (U) = wu — % (=22 du= J:dx)-

1 1 1 1
— dx=— du = — arctan(u) + k.
/sz—l—bx—i—c X w/R’I—i—uz u CL)arcan( )+ kq

Alors,

/1dx—warctan(zx+b)
X24+bx+c 2w 7
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Changement de variable : ¢ € C'(R,R) tq (u)

1 1 1
_ dx= - du— —
/Rx2+bx+c X w/R'I—i—UZ 4T

Alors,

Finalement

1

/1 dx = warctan(zx

X2 +bx+c

Calcul d'intégrales

b x+§ 1

:wU—Z(U:—, du:EdX).

w

arctan(u) + k;.

+b)
2w 7

I

M+ p dx—/\

X2+ bx+c

2

2
In(x? + bx 4 ¢) + _bA C—b—arctan 2x+b + K.
2 a2 24/c -2

JAD DABAGHI
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Calcul d'intégrales

Exercice

dx
Calcul —_.
acuer/RX3_1

Correction:
@ Recherche des poles
X—1=x=-1x>+x+1)

Alors 1 est p6Ole d'ordre 1 mais on ne peut pas trouver d'autres péles car le
polyndéme x? + x + 1 est irréductible.

® Décomposition en éléments simples |l existe (), a,b) € R3 tel que

TN N ax + b
x3—-1 x—1 x2+x+1'

Par identification on trouve a = —% et b = 2.
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Calcul d'intégrales

Alors,
T 11 +—%x+% ST 1T 2+ 1
x3-1 3x—-1 x24x+1 3x-1 6(X2+x+1) " x2+x+1°
T \ /) T
1 A 3

© On calcul séparément chaque terme

2x +1
A= [ 227 _dx =1
2 /Rx2+x+1 x=mn

A1:/ ! dX:|n|X*1|+k1 ki € R
rX—1

x2+x+1‘+k2 k, € R.

po= | L dx=a [ — 1 ax

wripe (9 (g
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Calcul d'intégrales

@ Changement de variable : Soit ¢ définie par p(u) = \fu - % Alors

V3 1 V3 V3 2x + 1
A3_Z/R,I_i_uzdu—zarctan(u)+k3—zarctan< 73 >+k3

® Conclusion

1
/dx ~Ay — ~Ay — 5As

-1 3" 6
1 1 1, V3 2%+ 1
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Calcul d'intégrales

Régles de Bioche

But : Trouver le changement de variable optimal pour calculer des intégrales de
fractions rationnelles en sinus et cosinus.

Soit f une fraction rationnelle en cosinus et sinus avec w(x) = f(x) dx.
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Calcul d'intégrales

Régles de Bioche

But : Trouver le changement de variable optimal pour calculer des intégrales de
fractions rationnelles en sinus et cosinus.

Soit f une fraction rationnelle en cosinus et sinus avec w(x) = f(x) dx.
© Siw(x) = w(—x) on définit la fonction ¢ : [-1,1] — R de classe C" sur] — 1,1] par

o(U) = arccos (U)
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Calcul d'intégrales

Régles de Bioche

But : Trouver le changement de variable optimal pour calculer des intégrales de
fractions rationnelles en sinus et cosinus.

Soit f une fraction rationnelle en cosinus et sinus avec w(x) = f(x) dx.
© Siw(x) = w(—x) on définit la fonction ¢ : [-1,1] — R de classe C" sur] — 1,1] par

o(U) = arccos (U)
® Siw(r — x) = w(x) on définit la fonction p : [-1,1] — Rdeclasse C' sur] —1,1]

p(U) = arcsin (U).
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Calcul d'intégrales

Régles de Bioche

But : Trouver le changement de variable optimal pour calculer des intégrales de
fractions rationnelles en sinus et cosinus.

Soit f une fraction rationnelle en cosinus et sinus avec w(x) = f(x) dx.
© Siw(x) = w(—x) on définit la fonction ¢ : [-1,1] — R de classe C" sur] — 1,1] par

o(U) = arccos (U)
® Siw(r — x) = w(x) on définit la fonction p : [-1,1] — Rdeclasse C' sur] —1,1]

p(U) = arcsin (U).
© Siw(r +x) = w(x) on définit la fonction ¢ : R — |3, 5[ de classe C' par

©(u) = arctan (u).
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Calcul d'intégrales
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Calcul d'intégrales

@ Si deux des trois propriétés précédentes sont vérifiées on définit la fonction
¢:[-1,1 — Rdeclasse C" sur] —1,1[ par

o(u) = %arccos(u)
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Calcul d'intégrales

@ Si deux des trois propriétés précédentes sont vérifiées on définit la fonction
¢:[-1,1 — Rdeclasse C" sur] —1,1[ par

o(u) = %arccos(u)

© Si aucune des propriétés n'est vérifiée, on utilise le changement de variable
"prutal" ¢ : R — |3, 2| de classe C' par

o(u) = 2 arctan (U).

JAD DABAGHI Dérivation et Intégration 22 Janvier 2024 107/110



Calcul d'intégrales

Exercice

Calculer l'intégrale suivante
dx
FO) = / sin (X)
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Calcul d'intégrales

Exercice

Calculer l'intégrale suivante
dx
FO) = / sin (X)
dx

@ Soit f définie sur R\ {kn,k € Z} par f(x) = smL(x) alors w(x) = () w(—x).
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Calcul d'intégrales

Exercice

Calculer l'intégrale suivante
dx
FO) = / sin (X)
dx

@ Soit f définie sur R\ {kr,k € Z} par f(x) = s”j(x) alors w(x) = (%) = w(—x).

© Régles de Bioche suggérent de poser ¢ : [-1,1] — Rde classe C! sur] —1,1[ par

o(u) = arccos (U).
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Calcul d'intégrales

Exercice

Calculer l'intégrale suivante
dx
FO) = / sin (X)

@ Soit f définie sur R\ {kr,k € Z} par f(x) =

1 dx
sin(x) sin (x)
© Régles de Bioche suggérent de poser ¢ : [-1,1] — Rde classe C! sur] —1,1[ par

alors w(x) = = w(—x).

o(u) = arccos (U).

© Formule du changement de variable :

/sm(x) /f u)du=— /sin(arclos(u)) ’|1_u2 du.
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Calcul d'intégrales

@ Comme sin?(x) 4 cos?(x) = 1 alors sin (arccos (u)) = v/1 — u2. D'ou

© Décomposition en éléments simples : 3/(\;, \;) € R x R tel que
1 A1 A2

(1—uw)(1 +u) 1—u+1+u'

Apreés identification on trouve A\ = 15 et = %
® Conclusion:
dx 1 1 1 1 T—u 1 1 — cos (x)
=_—— e = —| = —|n| ——%/
/sin(X) 2/<1—u+1+u> du 2" T+u A 2n<1+cos(x)>+)\
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Calcul d'intégrales

Autre méthode équivalente :
@ Reégles de Bioche : on pose u = cos(x) alors du = —sin(x) dx.
® Alors
dx sin(x) sin(x)dx du 1 |1—u
- = d_X = D = — = = |n
sin(X) sinZ(X) 1 — cos?(x) 1—u?2 2 |14u
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