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Chapitre 1

Applications

Dans toute cette section, E et F' désignent des ensembles quelconques.

Définition 1.0.1 (graphe, application). e On appelle graphe de E vers F' toute
partie du produit cartésien B x F.
e Une application (ou fonction) est un triplet u = (E, F,T") ou I est un graphe
de E wvers F tel que, pour tout x € FE, il existe un unique y € F' tel que
(x,y) € T'. On dit aussi que u est une application de E dans F' ou de E vers
F.

Remarque 1.0.2. Dans la Définition E est appelé l’ensemble de départ ou
ensemble de définition de u et F' est 'ensemble d’arrivée de w. En général on note
u: E — F. De plus, pour x € E, l'unique y € F tel que (x,y) € T' s’appelle image
de x par u et se note u(x). Pour y € F, tout x € E tel que y = u(x) est appelé
antécédent de y. L’ensemble

Im(u)={ye F|IrelE y=ulx)}={ulx)|ze L}
est l’ensemble image de u, c’est une partie de F

Conséquence : Egalité de deux applications
L’égalité de deux applications u et v signifie :

e 'égalité des ensembles de départ

e |'égalité des ensembles d’arrivée

e l'égalité u(x) = v(x) pour tout x appartenant a I’ensemble de départ commun.

Définition 1.0.3. Soit E un ensemble et I un ensemble dont les éléments sont
appelés indices. On appelle famille d’éléments de E indexée par I toute application
de I dans E.

Définition 1.0.4 (Fonction identité). Soit E un ensemble. On appelle identité de
E Uapplication notée Idg : E — E définie par

ldg(z) = =. (1.1)



CHAPITRE 1. APPLICATIONS

Définition 1.0.5 (Restriction, prolongement). Soit u une application de E vers F.
Si A est une partie de E, la restriction de u a A, notée ua est Uapplication de A
dans F définie par :

Ve e A, ua(r) =u(w)

On appelle prolongement de u toute application v définie sur un ensemble A conte-
nant E et vérifiant :

Ve e B, wv(zr) =u(x).

1.1 Fonction indicatrice

Définition 1.1.1 (Fonction indicatrice). Soit E un ensemble et A C E. On appelle
fonction indicatrice ou fonction caractéristique de A, ’application définie sur E par

1,:£F—=R

x'—>1,4(x):{1 si veA (1.2)

0 sinon.

Propriété 1.1.2. Soit E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. Alors

A=B < 1,=13

Démonstration. Procédons par double implication. Supposons que A = B. Siz € A
alors 14(z) = 1. Puisque A = B on a 1s(z) =1=1p(x).

Réciproquement, supposons que 14, = 1 et montrons que A = B par double
inclusion. Soit z € A. Alors, 14(z) = 1p(x) = 1 et donc x € B. De maniére
analogue, si x € B I’égalité des fonctions indicatrices entraine que = € A. O

Propriété 1.1.3. Soit E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. Alors,

112 =1,
2 1;=1-1,
3. 1anp = 141p

4. Laop =14+ 1 —141p

Démonstration. 1. On a

1?4(x):{ 1 si xeA (),

0 sinon.

2. Par définition

1 si zeA
15(x) = )
al) { 0 sinon.
Nécessairement,
14(z) + 1a(z) = 1.
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3. On a
1 si ze ANB 1 si zeAetx e B
Lans(z) = { 0 sinon. N { 0 sinon. = La(@)1p(@).
4. On a
1 |1 si z€e AUB
Aaup(w) = 0 sinon.

Si z € A alors 15(x) = 0 ce qui prouve bien 'égalité souhaitée. Dans le cas
ou x € B alors 1,4 est nulle ce qui prouve également 1’égalité souhaitée. Si x €
ANB alors x € AUB et donc 14p(z) = 1. De plus, 14(2)+1p(z)—Lanp(z) =
2 —1 =1 ce qui conduit & 'égalité souhaitée. Par ailleurs, dans le cas ou
x ¢ AUB, 14up(z) = 0 et également 14(z)+1p(z) —1anp(x) =0—-0—0=0.

O

Exemple : Montrer que AN (BUC)=(ANB)U(ANC).
On a

Lanuc)(®) = Lalpue(z) = 1a(x) (1p(7) + Lo(z) — 1pno(w))
=14(x)1p(x) + La(z)le(x) — La(z)lp(z)lc(x).

De plus,

LanByuaney(®) = Lanp(x) + Lanc(2) — Lanp(2)Lanc(2)
= 1a(2)1p(2) + La(z)lo(x) — La(z)lp(z)la(z)lc(2)
= 1a(2)1p(z) + La(z)lo(z) — La(z)1p(z)1c(2).
1.2 Image directe et réciproque

Définition 1.2.1 (Image directe). Soit E, F' deur ensembles et f : E — F et
X C E. On appelle image de X par f le sous-ensemble de F' défini par :

f(X)={ye FIre X, f(x)=y}. (1.3)

Propriété 1.2.2. Soit E, F' deuz ensembles et f : E — F et (A, B) € P(E) X
P(E). Alors,

1. St AC B, alors f(A) C f(B)
2. f(AnB) C f(A)n f(B)
3. f(AUB) = f(A)U f(B).

Démonstration. 1. Supposons que A C B. Soit y € f(A). Par définition, 3z € A
tel que f(z) = y. Puisque x € B il vient que y € f(B).
2. Soit y € f(AUB). Par définition, 3x € AN B tel que f(x) =y. Alors, Iz € A
et dz € B tels que f(z) = y. Ainsi, y € f(A) N f(B).
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3. Procédons par double inclusion. Supposons que y € f(AU B). Par définition
Jxr € AUB tel que f(z) = y. En somme, 3z € A tel que f(x) =youdxr € B
tel que f(x) =y. D'ouy € f(A)N f(B).

Réciproquement, supposons que y € f(A) N f(B). Alors, y € f(A) et y €
f(B). Alors, 3z € A tel que f(x) = y et dz € B tel que f(z) = y. Ainsi,
dz € AU B tel que f(z) = y. Cela prouve que y € f(AU B).

]

Définition 1.2.3 (Image réciproque). Soit E et F' deux ensembles, f € F(E,F) et
Y C F. On appelle image réciproque de Y par f le sous-ensemble de E défini par

[ (Y)={e e B, f2)eY) (1.4)

Propriété 1.2.4. Soit E, F' deux ensembles, f € F(E, F) et (C,D) € P(F) x
P(F). Alors,

1. SiC C D, alors f~1(C) c f~4(D)
2. fYCND) = fI(C
3. fY(CUD) = fI(C

Démonstration. 1. Supposons que C' C D. Soit x € f~1(C). Par définition
Jy € C tel que f(x) =y. Puisque C' C D il vient que y = f(x) € D.

2. Procédons par double inclusion. Supposons que z € f~}(C' N D). Alors par
définition, Jy € C'N D tel que f(z) = y. Ainsi, Jy € C tel que f(z) = y et
Jy € D tel que f(z) = y. D'on z € f~1(C) N f~YD). Réciproquement, si
re f[FYC)N f7YD) alors x € f~1(C) et x € f~1(D). Donc Jy € C tel que
y = f(x) et Jy € D tel que y = f(x). Ainsi, Jy € C N D tel que y = f(z).
Dou z € f~1(C'N D). En conclusion, f~(C' N D)= f~1(C)n f~4(D).

3. Procédons par double inclusion. Soit x € f~1(C' U D). Par définition, Jy €
CUD tel que f(x) = y. Alors, dy € C ou Jy € D tel que y = f(z).
Finalement, z € f~1(C) U f~Y(D). Réciproquement, si z € f~1(C) U f~1(D)
alors z € f~1(C) ou x € f~4(D). Alors, Jy € C tel que y = f(z) ou Iy € D
tel que y = f(x). Ainsi, Jy € C U D tel que y = f(z). En conclusion :
fFHCuD)=fHC)u fHD).

L]

Remarque 1.2.5. On a

AC fHf(A)). (1.5)
En effet, si v € A alors f(x) € f(A). Il s’ensuit que v € f~'(f(A)). Cependant,
Uégalité A = f~1(f(A)) est vraie que si f est injective. En effet, soit A =[—1,4] et
considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = 2% Alors, f(A) = [0,16] et
f_l(f(A)) - f_l([ov 16]) = [_47 4]
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10

FIGURE 1.1 — Injectivité de la fonction f : [0,10] — [0, 10] définie par f(z) = x.

100
—— y=x?

-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100
X

FIGURE 1.2 — exemple d’une fonction non injective f : [—=10, 10] — [0, 100] définie

par f(z) = 2%

1.3 Imnjectivité, surjectivité, bijectivité

Définition 1.3.1. On dit qu’une application v : E — F est une injection ou est
mjective si elle vérifie l'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1. Tout element de F a au plus un antécédent par .
2. Pour tout y € F, 'équation u(x) =y posséde au plus une solution
3. Y(zy,12) € B2, u(zy) = u(ry) = 21 = 19.

La derniére caractérisation de équivalente aussi a
V(zy,m0) € E* 1 # 15 = u(ry) # u(zy). (1.6)

Dans la Figure [1.1] nous apportons une illustration de l'injectivité de la fonction
identité. Pour prouver mathématiquement ’injectivité de cette fonction on revient a
la définition. On considére (21, z2) € [0, 10]x [0, 10] quelconque tel que f(x1) = f(xz2).
Alors, il vient que x; = x5 ce qui prouve que f est injective. D’ailleurs, on verra
plus loin que cette fonction est bijective. La Figure [1.2] est un exemple de fonction
non injective. Ici, f(x) = x%. On observe que f(—5) = f(5) = 25 ce qui contredit
le caractére injectif de f. Toutefois, la restriction de f a l'intervalle [0, 10] est une
application injective.

Définition 1.3.2. On dit qu’une application u : E — F est une surjection ou ou

est surjective si elle vérifie l'une des trois propriétés équivalentes suivantes :
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1. Tout élément de F a au moins un antécédent par u.

2. Pour tout y € F, l’équation u(x) =y posséde au moins une solution.

3. Yy e F, Jx € FE tel que u(z) = y.

La fonction f : [—10,10] — [0, 100] définie dans [1.2] est bien surjective. En effet,
I'équation f(r) =y admet au moins une solution donnée par x = \/y ou z = —,/y.

Toutefois, la fonction f : R — R définie par f(x) = x? n’est pas surjective car toutes
les valeurs négatives n’ont aucun antécédents par f.

Définition 1.3.3. On dit qu’une application u : E — F' est une bijection ou ou est
bijective si elle vérifie ['une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1. Tout élément de F' a un unique antécédent par u.

2. Pour tout y € F, l’équation u(x) =y posséde une unique solution.

3. Yy € F, 3z € F tel que u(z) = y.

Ainsi, une application bijective est une application a la fois injective et surjective.

La fonction f : [0,10] — [0, 10] définie dans[I.1]est bien bijective. En effet, 'équation
f(z) = y admet une unique solution donnée par = = y.

1.4 Composition d’applications

Définition 1.4.1. Soient E, F, G et H quatre ensembles. Soient u € F(E,F),
v € F(F,G). L'application x — v(u(z)) définie sur E et a valeurs dans G est
appelée composée des applications v et u et on la note v o u.

Remarque 1.4.2. Pour que la composition soit bien définie, il faut que ’ensemble
d’arrivée de u soit égal a ’ensemble de départ de v.

Exemple : Considérons la fonction h : R — R, définie par
h(z) = Va2 + 1.
La fonction h peut s’écrire comme la composée de deux fonctions. En effet,
h(z) = (g0 f)(z) (1.7)

ou f: R — R, est définie par f(r) = 22 + 1 et g : Ry — R, est définie par

g(x) = V.
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Propriété 1.4.3. [Associativité] Soient u: E — F,v: F —- G, w: G — H.
On a

wo (vou)=(wow)ou. (1.8)

Démonstration. Les applications w o (v o u) et (w o v) o u ont méme ensemble de
départ E et méme ensemble d’arrivée H. Par ailleurs,

Vo € E, (wo (vou))(z) = w((vou)(x)) = w(v(u(z))) = (wov)(u(x)). (L)

Cela prouve I’égalité souhaitée. n

Propriété 1.4.4. L’application identité est neutre pour la composition i.e.

foldg=f=1Idpof

Propriété 1.4.5. Soient u € F(E, F) et v € F(F,QG).
1. Siu et v sont injectives alors v o u est injective.

2. Siu et v sont surjectives alors v o u est surjective.

3. Siu et v sont bijectives alors vou est bijective. Dans ce cas, (vou) ! =

utovl,

Démonstration. 1. Supposons que les applications u et v sont injectives et mon-
trons que I'application vowu est injective. Soit (x,y) € E? tel que (vou)(x) =
(vou)(y). Il vient que v(u(x)) = v(u(y)). Comme 'application v : F' — G est
injective on a u(x) = u(y). Par ailleurs, 'application u : E — F' est injective
on il s’ensuit que x = y. Cela prouve que 'application v o u est injective.

2. Supposons que les applications u et v sont surjectives et montrons que 'ap-
plication v o u est surjective. Soit z € G. Il s’agit montrer qu’il existe z € E
tel que (vou)(xz) = z. On a v(u(z)) = z. Comme v : ' — G est surjective
Jy; € F tel que v(y;) = z. De plus, la surjectivité de u : £ — F implique
que Jx; € F tel que u(xy) = y;. Finalement, Jz; € F tel que (vou)(zy) = 2.

3. Supposons que u et v sont bijectives. Alors, par définition, u et v sont a la fois
surjective et injective. Il vient que v o u sont a la fois injective et surjective
et par effet induit bijective.

]
Propriété 1.4.6. Soit u: E — F et v: F — E des applications.
1. Sivou estinjective alors u est injective.
2. Sivou est surjective alors v est surjective.
J. Dabaghi & R. Talhouk Module Algébre 2023-2024
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Démonstration. Supposons que v o u est injective et montrons que u est injective.
Soit (z,y) € E x E tel que u(x) = u(y). Alors v(u(x)) = v(u(y)). Or, v o u est
injective et donc = y. Cela prouve l'injectivité de v o u.

Supposons désormais que v o u est surjective et montrons que v est surjective.
Par hypotheése, Yy € E, 3z € FE tel que (vou)(z) = y. Pour z = v(x) € F on a bien
v(z) = y ce qui prouve que v est surjective. ]

1.5 Application réciproque

Définition 1.5.1. St u est une application bijective de E dans F, aiors l'application
de F' dans E qui associe a tout element de F' son unique antécédent dans E s’appelle
application réciproque de u et se note u=t. On a donc

V(z,y) EEX F, u(zr) =y <= = =u'(y) (1.10)
Exemples :

e L’application u : Ry — R, définie par u(t) = * est bijective et sa réciproque
est la fonction v : R, — R, définie par v(t) = v/t.

o L’application u : [-F, 7] — [~1,1] définie par u(x) = sin(z) est bijective. Sa
réciproque est la fonction v : [—1,1] — [=7F, §] définie par v(z) = arcsin(z).

—— y=x2 —e— Yy =5in(x)

s y=vX 10 y =arcsinx /.'""
4 0.5

r
2 -05 ..M"'/ :
1 -10
0 :M -15

00 05 10 15 20 25 15 -1o -05 00 05 10 15
X X

FIGURE 1.3 — Exemples de fonctions réciproques. Gauche : x — 22 et sa réciproque
x +— y/x. Droite : x — sin(z) et sa réciproque x — arcsin(z).

Propriété 1.5.2. Soit u: E — F une application bijective. On a

uwltou=Idg et wou ' =Idp. (1.11)

Propriété 1.5.3. Siu € F(E,F) et v € F(F,E) sont deux applications vé-
rifiant wo v = Idp et vou = Idg alors elles sont toutes les deux bijectives et
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‘ réciproques l'une de l’autre.

Démonstration. Montrons que u est bijective. Soit (z1,z9) € E X E tel que u(z) =
u(xz). Alors, (vou)(xy) = (vou)(xy). Or par hypothése, vou = Idg et donc z1 = x4
ce qui prouve que u est injective. Considérons y € F' quelconque et montrons qu’il
existe ¢ € E tel que u(z) = y. Pour x = v(y) on a u(v(y)) = y car par hypothése
uov = Idp. Finalement, I’application u est surjective. On en déduit que 'application
u est bijective. On a de plus,

v=Idgpov=(u'tou)ov=u"to(uov)=utoldp=u". (1.12)
De maniére analogue, v est bijective. O
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